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Приближение функций равномерно, в среднем и среднеквад-
ратичном

1. Равномерное приближение непрерывной функции на отрезке кусочно-
линейными функциями и приближение кусочно-линейных функций мно-
гочленами.

2. Приближение непрерывных 2𝜋-периодических функций тригонометри-
ческими многочленами.

3. * Алгебры непрерывных на компактах функций. Теорема Стоуна–Вей-
ерштрасса.

4. Пространства 𝐿𝑝. Неравенства Гёльдера и Минковского.
5. Полнота пространства 𝐿𝑝.
6. Приближение функций в 𝐿𝑝 ступенчатыми и бесконечно гладкими.

Ограниченная вариация, абсолютная непрерывность и осцил-
ляция

7. Функции ограниченной вариации, представление функции ограниченной
вариации в виде суммы монотонных и ограниченных.

8. Абсолютно непрерывные функции, абсолютная непрерывность интегра-
ла с переменным верхним пределом.

9. Представление абсолютно непрерывной функции в виде суммы монотон-
ных абсолютно непрерывных функций.

10. Существование производной почти всюду у абсолютно непрерывной функ-
ции и обобщённая формула Ньютона–Лейбница.

11. Абсолютная непрерывность произведения абсолютно непрерывных функ-
ций и обобщённое интегрирование по частям.

12. Теорема Римана об осцилляции и равномерной осцилляции.
13. Порядок убывания коэффициентов Фурье абсолютно непрерывных и

несколько раз обобщённо дифференцируемых функций.
14. Порядок убывания коэффициентов Фурье функций ограниченной вари-

ации.
Ряд Фурье в пространстве 𝐿2

15. Скалярное произведение в пространстве 𝐿2, неравенство Коши–Буняковского.
16. Свойство минимальности коэффициентов Фурье по ортогональной си-

стеме функций в 𝐿2 и неравенство Бесселя
17. Полные системы в пространстве 𝐿2. Полнота тригонометрической систе-

мы в 𝐿2[−𝜋, 𝜋].
18. Сходимость ряда Фурье в 𝐿2 и равенство Парсеваля для коэффициентов

Фурье функций из 𝐿2[−𝜋, 𝜋] по ортогональным системам.



Тригонометрический ряд Фурье и его сходимость

19. Интегральное представление частичных сумм тригонометрического ряда
Фурье, ядро Дирихле.

20. Принцип локализации для рядов Фурье и равномерный принцип лока-
лизации.

21. Признак Липшица равномерной сходимости тригонометрического ряда
Фурье на отрезке.

22. Признак Дирихле равномерной сходимости тригонометрического ряда
Фурье на отрезке.

23. Признаки Липшица и Дирихле сходимости тригонометрического ряда
Фурье в точке.

24. Почленное дифференцирование и интегрирование тригонометрических
рядов Фурье.

25. Теорема Фейера о суммировании тригонометрического ряда Фурье ме-
тодом средних арифметических.

26. Представление котангенса и косеканса в виде бесконечной суммы эле-
ментарных дробей.

27. Формула дополнения для бета-функции.

Интеграл Фурье и преобразование Фурье

28. Вычисление интеграла Дирихле с помощью дифференцирования по па-
раметру.

29. Представление функций интегралом Фурье, свёртка с ядром Дирихле
для интеграла Фурье.

30. Принцип локализации для интеграла Фурье.

31. Признаки Липшица и Дирихле сходимости интеграла Фурье для абсо-
лютно интегрируемой функции.

32. Преобразование Фурье. Преобразование Фурье производной и производ-
ная преобразования Фурье.

33. Пространство 𝒮, его инвариантность при преобразовании Фурье и непре-
рывность преобразования Фурье как отображения 𝐹 : 𝒮 → 𝒮.

34. Унитарность преобразования Фурье относительно стандартного скаляр-
ного произведения в пространстве 𝒮.

35. Продолжение преобразования Фурье на пространство 𝐿2.

36. Явление Гиббса для представления sgn𝑥 интегралом Фурье.

37. Преобразование Фурье функций нескольких переменных. Преобразова-
ние Фурье гауссовой плотности.



38. Формула обращения преобразования Фурье функции нескольких пере-
менных с абсолютно интегрируемым преобразованием Фурье.

39. * Формула обращения преобразования Фурье функции нескольких пере-
менных с достаточным количеством непрерывных частных производных.

40. Свёртка функций из 𝐿1 и преобразование Фурье.
Банаховы пространства

41. Нормированные векторные пространства и банаховы пространства. Пол-
нота пространства 𝐶[𝑎, 𝑏].

42. Теорема Бэра в банаховом пространстве.
43. Двойственное к банахову пространству, эквивалентность ограниченно-

сти и непрерывности линейного функционала.
44. Принцип равномерной ограниченности (теорема Банаха–Штейнгауза) для

семейств непрерывных линейных функционалов в банаховых простран-
ствах.

45. Расходимость рядов Фурье непрерывных 2𝜋-периодических функций и
норма свёртки с ядром Дирихле.

46. * Явный пример непрерывной 2𝜋-периодической функции, ряд Фурье
которой расходится в одной точке.

47. Непрерывные линейные отображения между банаховыми пространства-
ми, их норма, эквивалентность ограниченности и непрерывности.

48. Факторпространство банахового пространства по замкнутому линейно-
му подпространству. Его полнота и норма проекции на факторпростран-
ство.

49. Теорема об изоморфизме для непрерывных линейных отображений ба-
наховых пространств.

50. 𝜀-сети в метрических пространствах, эквивалентность предкомпактно-
сти и вполне ограниченности подмножества полного метрического про-
странства.

51. Теорема Арцела–Асколи о предкомпактных подмножествах в простран-
стве непрерывных на метрическом компакте функций.
Гильбертовы пространства

52. Гильбертовы пространства над действительными и комплексными чис-
лами. Неравенство Коши–Буняковского.

53. Полнота и замкнутость ортонормированной системы в гильбертовом про-
странстве, ряд Фурье по ней, неравенство Бесселя и равенство Парсе-
валя.

54. Изометрии гильбертовых пространств и описание с точностью до изо-
метрии гильбертовых пространств, имеющих счётную полную систему.



55. Метрическая проекция на замкнутое аффинное подпространство гиль-
бертового пространства.

56. Описание двойственного к гильбертову пространству.

* Лемма Цорна и двойственные пространства банаховых про-
странств

57. * Теорема Цермело и лемма Цорна.

58. * Теорема Хана–Банаха. Вложение банахова пространства во второе двой-
ственное.

59. * Теорема Тихонова о произведении компактов.

60. *-слабая топология двойственного к банахову пространству, компакт-
ность в *-слабой топологии.

61. * Теорема Хана о разложении меры со знаком.

62. * Теорема Радона–Никодима о плотности абсолютно непрерывной (от-
носительно меры Лебега) меры.

63. * Теорема Рисса о двойственном пространстве к 𝐶[𝑎, 𝑏].

Распределения (обобщённые функции)

64. Пространство ℰ и топология в нём, его полнота.

65. Связь непрерывности и ограниченности линейного отображения ℰ → R.
Пространство ℰ ′ распределений с компактным носителем.

66. Описание элементов ℰ ′ через интегрирование производных по отрезку.

67. Пространство 𝒟 и определение сходимости в нём.

68. Пространство 𝒟′ распределений (обобщённых функций). Регулярные и
нерегулярные распределения, дельта-функция.

69. Топология и сходимость в пространстве 𝒟′, сходимость последователь-
ности регулярных функций к дельта-функции.

70. Дифференцирование распределений, корректность его определения и непре-
рывность дифференцирования как операции 𝒟′ → 𝒟′.

71. Умножение распределения в 𝒟′ на бесконечно гладкие функции, кор-
ректность его определения и непрерывность как операции 𝒟′ → 𝒟′.

72. Равенство нулю распределения на открытом множестве, носитель рас-
пределения из 𝒟′.

73. Пространство 𝒮 ′ обобщённых функций, преобразование Фурье обобщён-
ных функций из 𝒮 ′, преобразование Фурье дельта-функции.

74. * Распределения на многообразиях, бескоординатное определение, суже-
ние распределения на открытое множество.
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ЗАДАНИЯ
Замечание. Задачи с подчёркнутыми номерами рекомендуется разобрать на семинарских

занятиях. Если задача с подчёркнутым номером была разобрана, то студент не обязан

записывать её решение в домашнее задание.

ПЕРВОЕ ЗАДАНИЕ
(срок сдачи 4–8 марта)

I. Неравенства, пространства 𝐿𝑝 и вариация

1. Пусть 𝑓 : [0,+∞)→ R — возрастающая выпуклая функция. Докажите,
что функция 𝑓𝑛 : R𝑛 → R, заданная формулой 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(|𝑥|), тоже
выпуклая.

2. Докажите, что если 𝑓 : R𝑛 → R выпуклая, то для любого набора
𝑣1, . . . , 𝑣𝑁 ∈ R𝑛 и неотрицательных коэффициентов 𝑡1, . . . , 𝑡𝑁 , в сумме
дающих 1, выполняется

𝑓(𝑡1𝑣1 + · · ·+ 𝑡𝑁𝑣𝑁 ) 6 𝑡1𝑓(𝑣1) + · · ·+ 𝑡𝑁𝑓(𝑣𝑁 ).

3. Докажите, что если функция 𝑓 определена на открытом множестве 𝑈 ⊆
R𝑛 и выпукла, то она непрерывна на 𝑈 .

4. Докажите, что для абсолютно интегрируемой 𝑓 : [0, 1]→ R выполняется
неравенство ∫︁ 1

0

𝑒𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝑒
∫︀ 1
0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

5. Докажите для измеримой 𝑓 : [0, 1] → R+, и положительных 𝑠 < 𝑡 нера-
венство (︂∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝑠 𝑑𝑥

)︂1/𝑠

6

(︂∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝑡 𝑑𝑥

)︂1/𝑡

.

6. Положительная функция на промежутке называется логарифмически
выпуклой, если её логарифм выпуклый. Докажите, что сумма логариф-
мически выпуклых функций логарифмически выпукла.

7. Докажите, что функция ln det𝐴 вогнута на множестве положительно
определённых симметричных матриц 𝐴 любого размера.

8. Докажите, что 𝐿2[0, 1] ⊆ 𝐿1[0, 1], но 𝐿2(R) ̸⊆ 𝐿1(R). Проверьте, что в
первом случае вложение строгое.

9. Докажите, что если функция 𝑓 лежит в 𝐿1(R) и в 𝐿4(R), то она лежит
и в 𝐿2(R).



10. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(R). Докажите, что∫︁ +∞

−∞
|𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥→ 0 при 𝑡→ 0.

11. Имеет ли ограниченную вариацию на интервале (0, 1) функция:
a) 𝑥 sin 1

𝑥 ;
б) 𝑥2 sin 1

𝑥?

12. Докажите, что если функция 𝑓 : R→ R имеет ограниченную вариацию
на всей прямой, то для любого 𝑡 ∈ R∫︁ +∞

−∞
|𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 6 ‖𝑓‖𝐵 · |𝑡|.

13. Докажите, что абсолютно непрерывная на отрезке функция имеет на
этом отрезке ограниченную вариацию.

14*. Проведите пример непрерывной функции на отрезке, которая имеет
ограниченную вариацию, но не является абсолютно непрерывной.

II. Порядок убывания коэффициентов Фурье

15. Найдите порядок убывания коэффициентов в Фурье в виде 𝑐𝑛 = 𝑂
(︀

1
𝑛𝑠

)︀
разложения функции 𝑓 по тригонометрической системе на отрезке [−𝜋, 𝜋]:
а) 𝑓(𝑥) = 𝑥6; б) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 𝜋2)5;

в) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 𝜋2) sin2 𝑥; г) 𝑓(𝑥) = | sin7 𝑥|.

16*. Найдите порядок убывания коэффициентов Фурье функции 𝑓(𝑥) =√︀
|𝑥| по тригонометрической системе на отрезке [−𝜋, 𝜋].

III. Поточечная и равномерная сходимость рядов Фурье

17. Разложите в ряд Фурье по тригонометрической системе на отрезке
[−𝜋, 𝜋]:
а) 𝑓(𝑥) = sin7 𝑥; б) 𝑓(𝑥) = sin8 𝑥+ cos8 𝑥.

18. Разложите в ряд Фурье по тригонометрической системе на отрезке
[−𝜋, 𝜋], постройте график суммы ряда и исследуйте ряд на равномерную
сходимость:

а) 𝑓(𝑥) = sgn𝑥; б) 𝑓(𝑥) = |𝑥|; в) 𝑓(𝑥) = 𝑥; г) 𝑓(𝑥) = 𝑥2.

19. Разложите в ряд Фурье по 1-периодической тригонометрической систе-
меb, постройте график суммы ряда и исследуйте ряд на равномерную
сходимость:

а) 𝑓(𝑥) = {𝑥} (дробная часть 𝑥); б) 𝑓(𝑥) = sin𝜋𝑥.



20. Разложите функцию, заданную формулой cos 𝑎𝑥 на отрезке [−𝜋, 𝜋] при
𝑎 ̸∈ Z, в ряд Фурье. Выведите из полученного выражения формулы:

ctg 𝑥 = 𝑣.𝑝.

+∞∑︁
𝑘=−∞

1

𝑥− 𝜋𝑘

1

sin𝑥
= 𝑣.𝑝.

+∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘

𝑥− 𝜋𝑘

sin𝑥 = 𝑥

∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑥2

𝜋2𝑘2

)︂
,

где 𝑣.𝑝.
∑︀+∞

𝑘=−∞ 𝑎𝑘 = lim𝑛→+∞
∑︀𝑛

𝑘=−𝑛 𝑎𝑘.

21. Разложите в тригонометрический ряд Фурье в комплексной форме на
отрезке [−𝜋, 𝜋] функции (|𝑎| < 1):

а) 𝑓(𝑥) =
1− 𝑎2

1− 2𝑎 cos𝑥+ 𝑎2
; б) 𝑓(𝑥) =

1− 𝑎 cos𝑥

1− 2𝑎 cos𝑥+ 𝑎2
.

22. Как следует продолжить функцию 𝑓 ∈ 𝐿1[0, 𝜋/2] на отрезок [−𝜋, 𝜋],
чтобы

а) её ряд Фурье имел вид
∑︀∞

𝑘=1 𝑎𝑘 cos(2𝑘 − 1)𝑥;

б) её ряд Фурье имел вид
∑︀∞

𝑘=1 𝑎𝑘 sin(2𝑘 − 1)𝑥?

23. Сходятся ли равномерно ряды Фурье функции 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑥 ∈ [0;𝜋/2]

по системам:
а) {sin(2𝑘 − 1)𝑥}∞𝑘=1; б) {sin 2𝑘𝑥}∞𝑘=1; в) {cos(2𝑘 − 1)𝑥}∞𝑘=1; г) {cos 2𝑘𝑥}∞𝑘=0?
Постройте графики сумм этих рядов.

24. Докажите, что если тригонометрический ряд сходится в среднем к
функции 𝑓 ∈ 𝐿1[−𝜋, 𝜋], то он является рядом Фурье функции 𝑓 .

25. Являются ли следующие выражения рядами Фурье функций из 𝐿1[−𝜋, 𝜋]:

а)
∞∑︀

𝑛=1
sin𝑛𝑥; б)

∞∑︀
𝑛=1

sin𝑛𝑥

𝑛
; в)

∞∑︀
𝑛=1

sin𝑛𝑥

𝑛2
?

IV. Интегрирование ряда Фурье и равенство Парсеваля

26. Докажите, что выражение
∞∑︀

𝑛=2

sin𝑛𝑥

ln𝑛
не является рядом Фурье никакой

абсолютно интегрируемой функции.

27. Докажите, что если у функции 𝑓 ∈ 𝐿1[−𝜋, 𝜋] все коэффициенты Фурье
нулевые, то 𝑓 равна нулю почти всюду.



28. Исходя из разложения 𝑥 = 2
∞∑︀

𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛
sin𝑛𝑥, получите интегрирова-

нием разложения функций 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 в тригонометрический ряд Фурье
на [−𝜋, 𝜋].

29. С помощью равенства Парсеваля вычислите суммы рядов:

a)
∞∑︁

𝑛=1

1

𝑛4
; б)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛6
; в)*

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛8
.

V. Суммирование по Чезаро и суммы Фейера

30. Найдите суммы по Чезаро рядов:

а)
∞∑︀

𝑛=1
(−1)𝑛; б) 1

2 +
∞∑︀

𝑛=1
cos𝑛𝑥.

31. Докажите, что если ряд
∞∑︀

𝑛=1
𝑎𝑛 сходится в обычном смысле, то его сум-

ма по Чезаро равна его сумме.

32. Докажите, что при суммировании ряда Фурье ограниченной на [0, 2𝜋]

функции по Фейеру значения сумм в точке 𝑥 не выходят за диапазон
значений функции.

33. Докажите, что для любой 𝑓 ∈ 𝐿1[−𝜋, 𝜋], 𝐿1-норма любой суммы Фейера
функции 𝑓 не превосходит 𝐿1-нормы самой функции 𝑓 .

34*. Докажите, что суммы Фейера любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1[−𝜋, 𝜋] сходятся
в среднем на отрезке [−𝜋, 𝜋] к функции 𝑓 .

35*. Пусть последовательность (𝑎𝑛)
∞
𝑛=0 положительных чисел убывает, стре-

мится к нулю и выпукла (в смысле 𝑎𝑛−1 − 2𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 > 0 при 𝑛 > 1).
Докажите, что сумма

𝑎0
2

+

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 cos𝑛𝑥

неотрицательна (в некоторых точках может быть +∞).

36*. Пусть функция 𝑓 непрерывная и 2𝜋-периодическая, 𝛼 — иррациональ-
ное число. Докажите, что предел

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑥0 + 2𝜋𝛼𝑘)

не зависит от 𝑥0.



30 + 6*

ВТОРОЕ ЗАДАНИЕ
(срок сдачи 1–5 апреля)

I. Собственные интегралы, зависящие от параметра

1. Выясните, можно ли переставить интегрирование и переход к пределу
в выражениях:

а) lim
𝑎→+0

+∞∫︀
0

𝑎

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥; б) lim

𝑎→+0

1∫︀
0

𝑥

𝑎2
𝑒−𝑥2/𝑎2

𝑑𝑥.

2. Найдите производную по параметру 𝑎 > 0 интеграла
2/𝑎∫︀
1/𝑎

sin 𝑎𝑥

𝑥
𝑑𝑥.

3. С помощью дифференцирования интеграла
𝑥∫︀
0

1

𝑡2 + 𝑎2
𝑑𝑡 по параметру

𝑎 > 0, вычислите интеграл
𝑥∫︀
0

1

(𝑡2 + 𝑎2)2
𝑑𝑡.

4. С помощью дифференцирования интеграла по параметру 𝑎 > 1, вычис-

лите интеграл
𝜋∫︀
0

ln(𝑎2 − sin2 𝑥) 𝑑𝑥.

5. Вычислите интеграл при натуральных 𝑛

+∞∫︁
−∞

1

1 + 𝑥2𝑛
𝑑𝑥.

6*. Определим функцию

𝑓(𝑥) =

{︂
sin 𝑥
𝑥 , 𝑥 ̸= 0

1, 𝑥 = 0.

Докажите, что для любого натурального 𝑘 и любого 𝑥 ∈ R выполняется
неравенство |𝑓 (𝑘)(𝑥)| 6 1.

II. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

7. Сходится ли интеграл равномерно по параметру 𝑎 ∈ 𝐸1, 𝑎 ∈ 𝐸2

а)
+∞∫︀
1

1

𝑥𝑎
𝑑𝑥, 𝐸1 = (1,+∞), 𝐸2 = (1 + 𝛿,+∞), 𝛿 > 0;

б)
+∞∫︀
0

𝑥𝑎𝑒−𝑥 𝑑𝑥, 𝐸1 = (−1, 1), 𝐸 = [0,+∞);



в)
+∞∫︀
0

𝑒−(𝑥−𝑎)2 𝑑𝑥, 𝐸1 = [−1, 1], 𝐸2 = R;

г)
+∞∫︀
0

1

1 + (𝑥− 𝑎)6
𝑑𝑥, 𝐸1 = (−∞, 0], 𝐸2 = [0,+∞);

д)
+∞∫︀
0

√
𝑎𝑒−𝑎𝑥2

𝑑𝑥, 𝐸1 = [0, 1], 𝐸2 = [1,+∞);

e)
+∞∫︀
0

sin𝑥2

1 + 𝑥𝑎
𝑑𝑥, 𝐸1 = (−∞, 0], 𝐸2 = [0,+∞)?

8. Вычислите интегралы Дирихле и Лапласа с параметром 𝑎 ∈ R

+∞∫︁
0

sin 𝑎𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

+∞∫︁
0

cos 𝑎𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥,

+∞∫︁
0

𝑥 sin 𝑎𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥.

9. Пусть функция 𝑓 : [0,+∞)→ R непрерывна в нуле и для любого 𝐴 > 0

сходится несобственный интеграл
+∞∫︀
𝐴

𝑓(𝑥)
𝑥 𝑑𝑥. Докажите, что при любых

𝑎, 𝑏 > 0 справедлива формула Фруллани (для несобственного в нуле и

бесконечности интеграла):
+∞∫︀
0

𝑓(𝑎𝑥)− 𝑓(𝑏𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑓(0) ln

𝑏

𝑎
.

10. Вычислите интеграл с помощью формулы Фруллани для 𝑎, 𝑏 > 0:

а)
+∞∫︀
0

cos 𝑎𝑥− cos 𝑏𝑥

𝑥
𝑑𝑥; б)

+∞∫︀
0

𝑒−𝑎𝑥 − 𝑒−𝑏𝑥

𝑥
𝑑𝑥;

в)
+∞∫︀
0

𝑒−𝑎𝑥2 − 𝑒−𝑏𝑥2

𝑥
𝑑𝑥; г)

1∫︀
0

𝑥𝑎 − 𝑥𝑏

ln𝑥
𝑑𝑥.

11. Вычислите интеграл, зависящий от параметров 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0:

а)
+∞∫︀
0

1− cos 𝑎𝑥

𝑥2
𝑑𝑥; б)

+∞∫︀
0

sin3 𝑎𝑥

𝑥3
𝑑𝑥; в)

+∞∫︀
0

sin4 𝑎𝑥

𝑥2
𝑑𝑥;

г)
+∞∫︀
0

sin2 𝑥 cos 𝑎𝑥

𝑥2
𝑑𝑥; д)

+∞∫︀
0

(𝑒−𝑎𝑥 − 𝑒−𝑏𝑥) cos 𝑐𝑥

𝑥
𝑑𝑥; е)

+∞∫︀
0

cos 𝑎𝑥

(1 + 𝑥2)2
𝑑𝑥.

III. Интеграл Фурье и преобразование Фурье

12. Представьте функцию интегралом Фурье:

а) 𝑓(𝑥) = sgn(𝑥− 𝑎)− sgn(𝑥− 𝑏), 𝑏 > 𝑎; б) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2 + 𝑎2
, 𝑎 ̸= 0;

в) 𝑓(𝑥) =

{︃
sin𝑥, |𝑥| 6 𝜋,

0, |𝑥| > 𝜋.
г) 𝑓(𝑥) =

{︃
cos𝑥, |𝑥| < 𝜋/2,

0, |𝑥| > 𝜋/2.



13. Вычислите интегралы Лапласа с помощью обращения преобразования
Фурье.

14. Найдите преобразование Фурье функции с параметром 𝑎 > 0:

а) 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥2

; б) 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥2/2 cos 𝑎𝑥; в) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑎|𝑥|.

15. Докажите, что функция вида 𝑃 (𝑥)𝑒−𝑥2/2, где 𝑃 (𝑥) ∈ C[𝑥], при преобра-
зовании Фурье переходит в функцию того же вида 𝑄(𝑦)𝑒−𝑦2/2, причём
deg𝑄 6 deg𝑃 .

16. Докажите, что для любой функции 𝑓 ∈ 𝒮(R) и любых двух чисел
𝑥0, 𝑦0 ∈ R выполняется неравенство (соотношение неопределённостей)

‖(𝑥− 𝑥0)𝑓(𝑥)‖2 · ‖(𝑦 − 𝑦0)𝑓(𝑦)‖2 >
1

2
‖𝑓‖22.

Выясните, в каком случае выполняется равенство.

17. Пусть 𝑓(𝑦) — преобразование Фурье функции 𝑓(𝑥) =
1

1 + |𝑥|5
. Дока-

жите, что

а) 𝑓 трижды непрерывно дифференцируема;

б) 𝑓(𝑦) = 𝑂

(︂
1

𝑦6

)︂
при 𝑦 →∞.

18. Найдите преобразование Фурье функции

𝑓(𝑥) =

{︃
𝑥𝑝−1𝑒−𝑥, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 6 0,

при 𝑝 > 0.

19. Вычислите преобразование Фурье функции 𝑓(𝑥) = |𝑥−1|+ |𝑥+1|−2|𝑥|,
представив её как свёртку.

20. Определите, при каких 𝑦 обращается в нуль преобразование Фурье

функции 𝑓(𝑥) =
sin𝑛 𝑥

𝑥𝑛
, в зависимости от натурального 𝑛.

21*. Докажите, что если преобразование Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿1(R) равно
нулю, то 𝑓 равна нулю почти всюду.

22. Существует ли функция 𝑓 ∈ 𝐿1[0,+∞), такая что
+∞∫︀
0

𝑓(𝑥) sin 𝑦𝑥 𝑑𝑥 =

𝑒−𝑦 для любого 𝑦 > 0? Существует ли такая 𝑓 , если интегралу разрешено
быть несобственным?



23*. Пусть функции 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘+2 ∈ 𝐿1(R) имеют ограниченную вариацию
на всей прямой. Докажите, что свёртка 𝑓1 * 𝑓2 * · · · * 𝑓𝑘+2 будет 𝑘 раз
непрерывно дифференцируема.

24. Найдите преобразование Фурье функции 𝑓 : R𝑛 → R, 𝑓 = 𝑒−𝑄(𝑥), где
𝑄(𝑥) — положительно определённая квадратичная форма.

21 + 3*

ТРЕТЬЕ ЗАДАНИЕ
(срок сдачи 13–17 мая)

I. Сходимость и полнота систем функций в пространствах 𝐶 и 𝐿𝑝

1. Докажите, что если 𝑓 — функция, непрерывная на отрезке [𝑎, 𝑏], а {𝑓𝑛} –
последовательность функций, непрерывных на [𝑎, 𝑏], то между разными
видами сходимости имеются связи, указанные в схеме (при перечеркну-
той стрелке привести контрпример):

{𝑓𝑛} cходится /←− {𝑓𝑛} сходится по /←− {𝑓𝑛} сходится по
равномерно к 𝑓 −→ норме 𝐿2 к 𝑓 −→ норме 𝐿1 к 𝑓

/↑ ↓ /↑ /↓ /↑ /↓
{𝑓𝑛} сходится поточечно к 𝑓

2. Приведите пример, когда последовательность функций (𝑓𝑛) сходится в
пространстве 𝐿1[𝑎, 𝑏], но для любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] последовательность чисел
(𝑓𝑛(𝑥)) расходится.

3. Докажите, что естественное отображение 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐿1[𝑎, 𝑏] непрерывно
и не сюръективно, не забывая, что элементы 𝐿1 — это не функции, а
классы эквивалентности функций.

4. Полна ли система функций {𝑥2𝑘−1}∞𝑘=1 в пространстве 𝐿1[0, 1]?

5. Полна ли система функций {sin(2𝑘 − 1)𝑥}∞𝑘=1 в пространстве

a) 𝐿2[0, 𝜋/2]; б) 𝐿1[0, 𝜋/2]; в) 𝐿1[0, 𝜋]?

6. Какая из систем функций {sin(2𝑘 − 1)𝑥}∞𝑘=1, {sin 2𝑘𝑥}
∞
𝑘=1, {cos(2𝑘 − 1)𝑥}∞𝑘=1,

{cos 2𝑘𝑥}∞𝑘=0 полна в пространстве 𝐶[0, 𝜋/2]?

7. Приведите пример какой-нибудь счётной системы функций, полной в
пространстве 𝐿2(R).

II. Конечномерные банаховы пространства



8. Докажите, что в конечномерном пространстве все нормы эквивалентны,
то есть одна оценивается через другую как

𝑐‖ · ‖ 6 ‖ · ‖′ 6 𝐶‖ · ‖

с некоторым положительными константами 𝑐, 𝐶.

9. Докажите, что любое конечномерное нормированное пространство пол-
но.

III. Норма линейного функционала и линейного отображения

10. Пусть пространство ℓ𝑛𝑝 (𝑝 > 1)— это R𝑛 с нормой

‖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖𝑝 = (|𝑥1|𝑝 + · · ·+ |𝑥𝑛|𝑝)1/𝑝 .

Докажите, что если 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1, то пространство ℓ𝑛𝑝 двойственно про-
странству ℓ𝑛𝑞 .

11. Найдите норму функционала

𝑓 ↦→
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝑓
(︂
𝑘

𝑛

)︂
на пространстве 𝐶[0, 1] в зависимости от 𝑛 ∈ N.

12. Пусть функция 𝑔 непрерывна на [𝑎, 𝑏]. Найдите норму линейного отоб-
ражения

𝑀𝑔 : 𝐿2[𝑎, 𝑏]→ 𝐿2[𝑎, 𝑏], 𝑀𝑔(𝑓) = 𝑔𝑓.

13. Пусть функция 𝐾 непрерывна на [𝑎, 𝑏]×[𝑎, 𝑏]. Найдите норму линейного
отображения

𝐴 : 𝐶[𝑎, 𝑏]→ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝐴(𝑓)(𝑥) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦.

14. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1(R). Докажите, что норма оператора 𝐶𝑓 : 𝐿1(R)→ 𝐿1(R),
заданного формулой 𝐶𝑓 (𝑔) = 𝑓 * 𝑔, равна ‖𝑓‖1.

15. Докажите, что двойственное к пространству ℓ1 абсолютно сходящихся
последовательностей есть пространство ограниченных последовательно-
стей ℓ∞ с нормой ‖(𝑎𝑛)‖∞ = sup{|𝑎𝑛| | 𝑛 ∈ N}.

IV. Базисы банаховых пространств

16. Докажите, что алгебраический базис бесконечномерного банахова про-
странства не может быть счётным.



17. Является ли система функций {1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3, . . .} базисом в пространстве
𝐶[−1, 1]?

18. Является ли тригонометрическая система функций

{1, cos𝑥, sin𝑥, cos 2𝑥, sin 2𝑥, . . .}

базисом в пространстве непрерывных 2𝜋-периодических функций с нор-
мой ‖ · ‖𝐶?

19*. Является ли тригонометрическая система функций

{1, cos𝑥, sin𝑥, cos 2𝑥, sin 2𝑥, . . .}

базисом в пространстве 𝐿1[−𝜋, 𝜋]?

V. Топологические свойства банаховых пространств

20. Докажите, что любое конечномерное линейное подпространство бана-
хова пространства замкнуто.

21. Докажите, что в любом бесконечномерном банаховом пространстве 𝐸

единичный шар не является компактным.

22*. Выведите из теоремы Хана–Банаха, что любое конечномерное подпро-
странство 𝑉 в банаховом пространстве 𝐸 имеет замкнутое дополнение
𝑊 ⊆ 𝐸, такое что 𝐸 = 𝑉 ⊕𝑊 .

23*. Приведите пример замкнутого в топологии нормы множества 𝑋 ⊂ 𝐸′

(двойственное к некоторому банахову пространству) которое не замкну-
то в его *-слабой топологии.

24*. Докажите, что в *-слабой топологии 𝐸′ компактность некоторого мно-
жества влечёт его замкнутость.

25*. Приведите пример топологического пространства, в котором есть ком-
пактные, но не замкнутые подмножества.

26*. Докажите, что в пространстве бесконечных в обе стороны последова-
тельностей из нулей и единиц {0, 1}Z с топологией декартова произве-
дения сдвиг, (𝑥𝑛) ↦→ (𝑦𝑛), 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛−1, является гомеоморфизмом.

VI. Распределения (обобщенные функции)

27. Найдите пределы последовательностей регулярных элементов простран-
ства 𝒟′

а) 𝑓𝑛(𝑥) = cos𝑛𝑥; б) 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛 sin𝑛𝑥.



28. Докажите, что в 𝒟′ справедливы равенства

а) lim
𝑛→∞

𝑛

1 + 𝑛2𝑥2
= 𝜋𝛿(𝑥); б) lim

𝑛→∞

sin𝑛𝑥

𝑥
= 𝜋𝛿(𝑥).

29. Найдите в 𝒟′ предел lim
𝑛→∞

𝑛3𝑥

(1 + 𝑛2𝑥2)2
.

30. Упростите в 𝒟′ выражения

а) (𝑒sin 𝑥 + 𝑥 cos𝑥)𝛿(𝑥); б)
(︂

𝑥 ch𝑥

1 + 𝑥4
− sin𝑥

)︂
𝛿′(𝑥).

31. Найдите в 𝒟′ первые и вторые производные выражений
а) (𝑥+ cos𝑥) sign𝑥; б) (𝑥+ 1)𝑒|𝑥|.

32. Докажите, что при 𝑥𝑛 → ∞ оказывается 𝛿𝑥𝑛
→ 0 в смысле слабой

сходимости.

33. Докажите, что при конечном 𝑥0 слабая сходимость 𝛿𝑥𝑛 → 𝛿𝑥0 эквива-
лентна обычной сходимости 𝑥𝑛 → 𝑥0.

34*. Докажите, что любое распределение 𝜆 ∈ 𝒟′(R) имеет первообразную,
то есть такое распределение 𝜇 ∈ 𝒟′(R), что 𝜇′ = 𝜆 в смысле дифферен-
цирования распределений.

35. Докажите, что любые две первообразные одного и того же распреде-
ления отличаются на константу.

36*. Приведите пример распределения 𝜆 ∈ 𝒟′(R), которое не является 𝑚-й
производной регулярного распределения ни для какого 𝑚.

VII. Преобразование Фурье распределений

37. Найдите преобразование Фурье в 𝒮 ′ функции

а) sin𝑥;

б) 𝛿(𝑛) (𝑛-я производная дельта-функции);

в) 𝜗(𝑥) (функция Хевисайда).

38*. Докажите, что если 𝑓 ∈ 𝒟(R) и преобразование Фурье 𝐹 [𝑓 ] ∈ 𝒟(R),
то 𝑓 ≡ 0.

39*. Докажите, что преобразование Фурье в 𝒮 ′ переводит распределение
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝛿2𝜋𝑛 в распределение

1√
2𝜋

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝛿𝑛.
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