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Àííîòàöèÿ. Îáçîð ïîñâÿù¼í íåêîòîðûì ðåçóëüòàòàì â îáëàñòè êîìáèíàòîðíîé è
âûïóêëîé ãåîìåòðèè, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì è âïëîòü äî ïîñëåäíèõ ñîâðå-
ìåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ òå ðåçóëüòàòû, â äîêàçàòåëüñòâå
êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè.
Ïîäðîáíî îñâåùàþòñÿ ðàçíûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ (Zp)k-äåéñòâèÿ,

ïðèìåíåíèÿ ê çàäà÷å Êíàñòåðà îá óðîâíÿõ ôóíêöèè íà ñôåðå, îáñóæäàþòñÿ ïðèëî-
æåíèÿ ê òåîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà îöåíêè êîëè÷åñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ãëàäêîé ôóíêöèè.
Ïðèâîäèòñÿ îáçîð òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â óñòàíîâëåíèè íèæíèõ îöåíîê õðîìà-

òè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôîâ è ãèïåðãðàôîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû òèïà Òâåðáåðãà î
êîíôèãóðàöèÿõ òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è èõ òîïîëîãè÷åñêèå àíàëîãè, ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ áëèçêèå ê íèì îáîáùåíèÿ òåîðåìû âàí Êàìïåíà-Ôëîðåñà î íåâëîæèìî-
ñòè îñòîâà ñèìïëåêñà. Ïðèâîäÿòñÿ îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ àâòîðà ïî ¾äâîéñòâåííûì¿
àíàëîãàì òåîðåì î öåíòðàëüíîé òî÷êå è Òâåðáåðãà.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè âïèñàííûõ è îïèñàííûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà äëÿ âûïóêëûõ òåë, î ñóùåñòâîâàíèè áèëüÿðäíûõ òðàåêòî-
ðèé â âûïóêëîì òåëå. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû î äåëåíèè ìåð ãèïåðïëîñêîñòÿìè
è äðóãèìè ðàçáèåíèÿìè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Äà¼òñÿ êðàòêèé îáçîð òîïîëîãè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê òåîðåìàì òèïà Õåëëè, ñâÿçàí-

íûõ ñ ðàññìîòðåíèåì íåðâà ñåìåéñòâ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ïðèâîäÿòñÿ íåäàâíèå ðåçóëüòàòû, çàìåíÿþùèå òðåáîâàíèå âûïóêëîñòè â òåîðå-
ìàõ òèïà Õåëëè íà ãîìîòîïè÷åñêèå óñëîâèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ
òåîðåìû Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî-Ìàçóðêåâè÷à, èìåþùèå ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷àõ êîì-
áèíàòîðíîé ãåîìåòðèè.
Ïðèâîäèòñÿ îáçîð ïî òåîðåìàì òèïà Õåëëè äëÿ ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé, ïîäðîáíî

ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóþùèå òîïîëîãèþ ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà è
êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä íèì. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû àâòîðà: àíà-
ëîãè òåîðåì î öåíòðàëüíîé òî÷êå è Òâåðáåðãà äëÿ òðàíñâåðñàëåé, òåîðåìû î òðàíñ-
âåðñàëÿõ òèïà Áîðñóêà-Óëàìà.
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1. Ââåäåíèå

Â ýòîì îáçîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå âàðèàíòû ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé è âûïóêëîé ãåîìåòðèè. Âíèìàíèå ê òîïîëîãè÷åñêèì
ìåòîäàì íåñëó÷àéíî, âåäü îäíè èç ñàìûõ ïåðâûõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì êîìáèíàòîðíîé
è âûïóêëîé ãåîìåòðèè � ëåììà Øïåðíåðà î òðèàíãóëÿöèè ñèìïëåêñà, òåîðåìà Õåëëè,
òåîðåìà ¾î áóòåðáðîäå¿ � èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òîïîëîãèè.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèåé è êîìáè-

íàòîðíîé ãåîìåòðèåé âûðàæàëàñü â îñíîâíîì â ïîèñêàõ êîìáèíàòîðíûõ äîêàçàòåëüñòâ
îñíîâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ôàêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ðàçìåðíîñòè è ñòåïåíè îòîá-
ðàæåíèÿ. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ óæå óïîìÿíóòàÿ ëåììà Øïåðíåðà. Â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ â îñíîâíîì îáðàòíûé ïðîöåññ: ñîäåðæàòåëüíûå òîïîëîãè÷åñêèå
ôàêòû íàõîäÿò ïðèëîæåíèÿ â êîìáèíàòîðèêå è êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ÷àñòî ïîç-
âîëÿþò ïî íîâîìó âçãëÿíóòü íà ñòàðûå ðåçóëüòàòû.
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2. Êëàññè÷åñêèå òåîðåìû êîìáèíàòîðíîé è âûïóêëîé ãåîìåòðèè

2.1. Òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ, äåìîíñòðè-
ðóþùèì âàæíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ãåîìåòðèè, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà [1].

Òåîðåìà 1 (Áðàóýð, 1910). Ïóñòü K ⊆ Rd � âûïóêëûé êîìïàêò. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : K → K íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ K òàêàÿ, ÷òî x = f(x).
Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f .

Â ñîâðåìåííîé èíòåðïðåòàöèè, òåîðåìà Áðàóýðà ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòî-
ðîãî ïðåïÿòñòâèÿ ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ áåç íåïîäâèæíîé òî÷êè, êîòîðîå ïî ñóòè
ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ýéëåðà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå òàêîãî
ïîäõîäà è ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áðàóýðà ñì. â ðàçäåëå 4.3.

2.2. Òåîðåìû Êàðàòåîäîðè, Ðàäîíà è Õåëëè. Îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîâ î ïî-
íÿòèè âûïóêëîñòè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Êàðàòåîäîðè [2].

Òåîðåìà 2 (Êàðàòåîäîðè, 1911). Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â Rd, òî âñÿêàÿ
òî÷êà åãî âûïóêëîé îáîëî÷êè ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
Y ⊆ X, äëÿ êîòîðîãî |Y | ≤ d + 1.

Çäåñü è äàëåå |Y | îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y .
Äðóãèìè âàæíûìè óòâåðæäåíèÿìè ïðî âûïóêëîñòü ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû Ðàäîíà è

Õåëëè [3, 4]. Òåîðåìà Õåëëè áûëà äîêàçàíà Õåëëè (ïðèìåðíî â 1915�1916 ãîäó) è ñî-
îáùåíà Ðàäîíó, Ðàäîí ïåðâûì îïóáëèêîâàë ïðèäóìàííîå èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Õåëëè ÷åðåç ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3 (Ðàäîí, 1921). Âñÿêîå ìíîæåñòâî èç d + 2 òî÷åê â Rd ìîæíî ðàçáèòü
íà äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 4 (Õåëëè, 1923). Ïóñòü F � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rd.
Ñåìåéñòâî F èìååò îáùóþ òî÷êó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå ïîäñåìåéñòâî
G ⊆ F ñ |G| ≤ d + 1 èìååò îáùóþ òî÷êó.

Òåîðåìà Õåëëè ìîæåò áûòü òàêæå âûâåäåíà èç òåîðåìû Êàðàòåîäîðè. Êðîìå òîãî,
òåîðåìà Õåëëè äîïóñêàåò òîïîëîãè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå áóäåò îáñóæäåíî â
ðàçäåëå 4.9.

2.3. Òåîðåìà Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî-Ìàçóðêåâè÷à è ëåììàØïåðíåðà î òðè-
àíãóëÿöèè ñèìïëåêñà. Ñôîðìóëèðóåì ëåììó Øïåðíåðà î òðèàíãóëÿöèè ñèìïëåê-
ñà [5]. Ñíà÷àëà çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèìïëåêñîì ðàçìåðíîñòè n íàçîâ¼ì âûïóêëóþ îáîëî÷êó n + 1-é
àôôèííî íåçàâèñèìîé òî÷êè {x1, . . . , xn+1} â Rd (d ≥ n).
Äëÿ ñèìïëåêñà ∆ = conv{x1, . . . , xn+1} âûïóêëûå îáîëî÷êè

∂i∆ = conv{x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1}
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íàçîâ¼ì ãèïåðãðàíÿìè ñèìïëåêñà. Âûïóêëûå îáîëî÷êè íåïóñòûõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà {x1, . . . , xn+1} íàçîâ¼ì ãðàíÿìè ñèìïëåêñà. Ñàìè òî÷êè {x1, . . . , xn+1}
íàçîâ¼ì âåðøèíàìè ñèìïëåêñà.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ [m] = {1, 2, . . . ,m}. Ðàñêðàñêîé
ìíîæåñòâà X â m öâåòîâ íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèå c : X → [m]. Åñëè c(x) = i, òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x ïîêðàøåíî â öâåò i.

Îïðåäåëåíèå 3. Òðèàíãóëÿöèåé ïîäìíîæåñòâà X ⊆ Rd íàçîâ¼ì íàáîð ñèìïëåêñîâ
T , òàêîé ÷òî
1) åñëè S ∈ T , òî âñå ãðàíè S òîæå ïðèíàäëåæàò T ;
2) åñëè S1, S2 ∈ T , òî ïåðåñå÷åíèå S1 ∩ S2 ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ S1 è

ãðàíüþ S2.
3) X =

⋃
T .

Ãðàíè ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè òðèàíãóëÿöèè, ð¼áðà ñèì-
ïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè íàçûâàþòñÿ ð¼áðàìè òðèàíãóëÿöèè.

Òåîðåìà 5 (Øïåðíåð, 1928). Ïóñòü ∆ � ñèìïëåêñ ðàçìåðíîñòè n, T � òðèàíãóëÿ-
öèÿ ñèìïëåêñà ∆, âåðøèíû êîòîðîé ðàñêðàøåíû â n+1 öâåò òàê, ÷òî íà ãèïåðãðàíè
∂i∆ íå âñòðå÷àåòñÿ öâåò i. Òîãäà òðèàíãóëÿöèÿ T ñîäåðæèò ñèìïëåêñ, íà âåðøèíàõ
êîòîðîãî âñòðå÷àþòñÿ âñå öâåòà.

Íåïðåðûâíûì àíàëîãîì ëåììûØïåðíåðà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî-
Ìàçóðêåâè÷à (äàëåå ïðîñòî òåîðåìà ÊÊÌ) [6].

Òåîðåìà 6 (Êíàñòåð, Êóðàòîâñêèé, Ìàçóðêåâè÷, 1929). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n-ìåðíûé
ñèìïëåêñ ∆ ïîêðûò n+1 çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì F1, . . . , Fn+1, ïðè÷¼ì äëÿ êàæ-
äîãî i ∈ [n + 1]

Fi ∩ ∂i∆ = ∅.
Òîãäà ∩n+1

i=1 Fi 6= ∅.

Òåîðåìà ÊÊÌ ñëåäóåò èç ëåììû Øïåðíåðà, à èç òåîðåìû ÊÊÌ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ñëåäóåò òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áðàóýðà î
íåïîäâèæíîé òî÷êå ÷åðåç ëåììó Øïåðíåðà äà¼ò íåêîòîðûé ñïîñîá âû÷èñëèòåëüíîé
ðåàëèçàöèè òåîðåìû Áðàóýðà.
Ïðèâåä¼ì òàêæå áëèçêóþ ê ëåììå Øïåðíåðà ëåììó èç [7].

Òåîðåìà 7 (Tucker, 1946). Ïóñòü T � òðèàíãóëÿöèÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî
âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà K ⊂ Rd, öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íàÿ íà ∂K. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íà âñåõ âåðøèíàõ T ðàññòàâëåíû ìåòêè èç ìíîæåñòâà {+1,−1, +2,−2, . . . , +d,−d},
ïðè÷¼ì äëÿ âñÿêîé âåðøèíû v ∈ ∂K ñóììà ìåòîê v è −v ðàâíà íóëþ. Òîãäà íàéä¼òñÿ
ðåáðî òðèàíãóëÿöèè T , ñóììà ìåòîê íà êîíöàõ êîòîðîãî ðàâíà íóëþ.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû ìîæíî äîêàçàòü íå òîëüêî òåîðåìó Áðàóýðà, íî è òåîðåìó
Áîðñóêà-Óëàìà, î êîòîðîé ïîéä¼ò ðå÷ü â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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2.4. Òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà, Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà, òåîðåìà ¾î áó-
òåðáðîäå¿. Ïðèâåä¼ì òðè ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà-
Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà [8, 9], êîòîðàÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðåìàìè Õåëëè è Áðàóý-
ðà.

Òåîðåìà 8 (Áîðñóê, Ëþñòåðíèê, Øíèðåëüìàí, 1930�1933). Åñëè ñôåðà Sn ïîêðûòà
n + 1-ì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì X1, . . . , Xn+1, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç Xi ñî-
äåðæèò ïàðó äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê íà ñôåðå.

Òåîðåìà 9 (Áîðñóêà, Óëàì, 1933). Åñëè íà ñôåðå Sn äàíû n íå÷¼òíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé f1, . . . , fn, òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ Sn

f1(x) = f2(x) = · · · = fn(x) = 0.

Òåîðåìà 10 (Áîðñóêà, Óëàì, 1933). Äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : Sn →
Rn íàéä¼òñÿ òî÷êàx ∈ Sn, äëÿ êîòîðîé f(x) = f(−x).

Èç òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà òàêæå ìîæíî âûâåñòè òåîðåìó Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé
òî÷êå.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òàêæå ýêâèâàëåíòíî òåîðåìå Áîðñóêà-Óëàìà.

Òåîðåìà 11 (Ëþñòåðíèê, Øíèðåëüìàí, 1930). Åñëè ñôåðà Sn ïîêðûòà n çàìêíó-
òûìè ìíîæåñòâàìè X1, . . . , Xn, èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé ñèì-
ìåòðèè x 7→ −x, òî äëÿ íåêîòîðîãî i îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Xi

ñîäåðæèò ïàðó äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê íà ñôåðå.

Â ðàçäåëå 3.7 áóäåò ïðèâåäåíî íåáîëüøîå îáñóæäåíèå òåîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà,
îáîáùåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû.
Îäíèì èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëåäñòâèé òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà î äåëåíèè ìåð [10, 11].

Òåîðåìà 12 (Òåîðåìà ¾î áóòåðáðîäå¿, Stone, Tukey, Steinhaus, 1942�1945). Ïóñòü íà
Rd çàäàíû d àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1, . . . , µd. Òîãäà íàéä¼òñÿ
ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊂ Rd òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , d

µi(H) = 1/2.

Òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ ïîêðûòèé äîïóñêàåò äðóãóþ ôîðìóëèðîâêó: d − 1-
ìåðíóþ ñôåðó äèàìåòðà 1 íåëüçÿ ïîêðûòü d ìíîæåñòâàìè äèàìåòðà ìåíüøåãî 1. Íà
îñíîâå ýòîãî ôàêòà Áîðñóê ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó [12, 9].

Ãèïîòåçà 1 (Áîðñóê, 1932). Ëþáîé âûïóêëûé êîìïàêò K ⊂ Rd ìîæíî ðàçáèòü íà
d + 1 ìíîæåñòâî ìåíüøåãî äèàìåòðà.

Ýòà ãèïîòåçà è áëèçêèå ê íåé âîïðîñû ôèãóðèðóþò â ëèòåðàòóðå ïîä íàçâàíèå ¾ïðî-
áëåìà Áîðñóêà¿. Äëÿ ãëàäêèõ êîìïàêòîâ ãèïîòåçà Áîðñóêà äîêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî
ïðîñòî, íî â ñëó÷àå íåãëàäêèõ êîìïàêòîâ áûë îáíàðóæåí êîíòðïðèìåð [13], áîëåå òî-
ãî, îêàçàëîñü ÷òî ïîðÿäîê ðîñòà òðåáóåìîãî êîëè÷åñòâà ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ íå ìåíåå

1.2
√

d, ÷òî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäïîëàãàåìûõ d + 1 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d.
Â ðàçäåëå 4.6 áóäóò îáñóæäàòüñÿ âàðèàíòû äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Áîðñóêà è å¼
óñèëåíèé â ðàçìåðíîñòÿõ 2 è 3.
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2.5. Òåîðåìà Íåéìàíà-Ðàäî î öåíòðàëüíîé òî÷êå. Äðóãîé ðåçóëüòàò, êàñàþùèé-
ñÿ äåëåíèÿ ìåð ãèïåðïëîñêîñòÿìè � òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå [14, 15].

Òåîðåìà 13 (Òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå, Íåéìàí, Ðàäî, 1945�1946). Äëÿ àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rd íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈ Rd, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà H 3 x µ(H) ≥ 1

d + 1
.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Õåëëè. Ó òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òî÷êå
òàêæå åñòü äèñêðåòíûé àíàëîã.

Òåîðåìà 14 (Äèñêðåòíàÿ òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå). Ïóñòü â Rd äàíî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî X èç n òî÷åê. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ Rd òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé
ïîëóïëîñêîñòè H 3 x

|H ∩X| ≥
⌊

n + d

d + 1

⌋
.

2.6. Òåîðåìû Øíèðåëüìàíà è Êàêóòàíè î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè. Ïðè-
âåä¼ì äâà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòà î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè ôèãóð, äîêàçàòåëüñòâà
êîòîðûõ îñíîâûâàþòñÿ íà òîïîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ.

Òåîðåìà 15 (Øíèðåëüìàí [16], 1934). Äëÿ âñÿêîé ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé C ⊂ R2

áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íàéä¼òñÿ êâàäðàò, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà êðèâîé C.

Òåîðåìà 16 (Êàêóòàíè [17], 1942). Äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòà K ⊂ R3 íàéä¼òñÿ êóá Q,
êîòîðûé ñîäåðæèò K, è ïðè ýòîì êàæäàÿ ãðàíü Q ïåðåñåêàåòñÿ ñ K.

Â ðàçäåëå 4.6 ïðèâåäåíû äðóãèå òåîðåìû î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè, à òàêæå
ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øíèðåëüìàíà ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííîãî òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïîäõîäà.
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3. Òîïîëîãè÷åñêèå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà

3.1. Ïðîñòðàíñòâà ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû. Ñíà÷àëà ââåä¼ì íåêîòîðóþ
òåðìèíîëîãèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò äàòü åù¼ îäíó ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Áîðñóêà-
Óëàìà è å¼ îáîáùåíèé. Äàëåå G � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 4. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåïðåðûâíûì äåéñòâèåì ãðóïïû G
íàçûâàåòñÿ G-ïðîñòðàíñòâîì. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó G-ïðîñòðàíñòâàìè,
êîììóòèðóþùèå ñ äåéñòâèåì G, íàçîâ¼ì G-îòîáðàæåíèÿìè èëè G-ýêâèâàðèàíòíûìè
îòîáðàæåíèÿìè.

Äàëåå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïîðÿäêà n îáîçíà÷àåì Zn. Â ýòèõ òåðìèíàõ òåîðåìà
Áîðñóêà-Óëàìà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ãðóïïà Z2 äåéñòâóåò íà
n-ìåðíûõ ñôåðàõ îòîáðàæåíèåì x 7→ −x, äàëåå òàêîå äåéñòâèå áóäåì íàçûâàòü àíòè-
ïîäàëüíûì.

Òåîðåìà 17 (Òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ Z2). Íå ñóùåñòâóåò Z2-îòîáðàæåíèé ñôåð
ñ àíòèïîäàëüíûì äåéñòâèåì Sn → Sk, åñëè n > k.

3.2. Òåîðåìà âàí Êàìïåíà-Ôëîðåñà. Ñëåäñòâèåì òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà â ïðè-
âåä¼ííîé âûøå ôîðìóëèðîâêå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î íåâëîæèìîñòè [18, 19].

Òåîðåìà 18 (âàí Êàìïåí, Ôëîðåñ, 1932�1934). Ïóñòü ∆2k+2
k � k-ìåðíûé îñòîâ 2k+2-

ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîãî èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ

f : ∆2k+2
k → R2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì K = ∆2k+2
k . Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : K → R2k

ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå
g(x, y) 7→ x− y,

êîòîðîå ïîñëå íîðìàëèçàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèåì èç ìíîæåñòâà ïàð òî÷åê
(x, y) ∈ K × K ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè â ñôåðó S2k−1. Ýòî îòîáðàæåíèå
êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Z2 ïåðåñòàíîâêàìè íà K × K è àíòèïîäàëüíûì
äåéñòâèåì íà S2k−1. Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïàð òî÷åê ñ íåïåðå-
ñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè (âûðåçàííîå ïðîèçâåäåíèå, ñì. ðàçäåë 4.4) K2

∆ ãîìåîìîðôíî
2k-ìåðíîé ñôåðå ñ àíòèïîäàëüíûì äåéñòâèåì Z2. Çíà÷èò îòîáðàæåíèå g íå ñóùåñòâóåò
ïî òåîðåìå Áîðñóêà-Óëàìà. �

3.3. Òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïï (Zp)
k. Äëÿ ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà îò Z2-îòîáðàæåíèé äî G-îòîáðàæåíèé ñ äðóãîé êîíå÷-
íîé ãðóïïîé G ñëåäóåò ïîíÿòü, êàêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ìîæíî çàìåíèòü ñôåðû Sn è
Sk è êàêîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà íèõ ïîòðåáîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü X � G-ïðîñòðàíñòâî. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé G, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G

gx = x.

Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê X îáîçíà÷àåòñÿ XG.
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Òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ îòîáðàæåíèé íåîäíîêðàòíî îáîáùàëàñü â ðàáîòàõ Êðàñ-
íîñåëüñêîãî [20], Yang [21, 22], Øâàðöà [23] è â êíèãå Êîííåðà è Ôëîéäà [24]. Îäíà èç
ïîñëåäíèõ îáùèõ ôîðìóëèðîâîê îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì [25]. Äàëåå p îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 19 (Âîëîâèêîâ, 1996). Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = (Zp)
k è G-ïðîñòðàíñòâà X

è Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H̃ i(X, Zp) = 0 ïðè âñåõ i ≤ n− 1, Y G = ∅ è

H̃ i(Y, Zp) =

{
0, i 6= k

Zp, i = k
.

Åñëè n > k, òî íå ñóùåñòâóåò G-îòîáðàæåíèé f : X → Y .

Íà ñàìîì äåëå â ïðèëîæåíèÿõ, êàê ïðàâèëî, Y � ýòî ïðîñòðàíñòâî ñôåð íåêîòîðî-
ãî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V ãðóïïû G, êîòîðîå íå èìååò òðèâèàëüíûõ ñëàãàåìûõ
(V G = 0). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19 ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî êëàññ
Ýéëåðà ïðåäñòàâëåíèÿ V â ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèÿõ îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Hdim V

G (pt, Zp) íå ðàâåí íóëþ (ñì. [26], ãëàâà IV �1).
Âîçìîæíî òàêæå îáîáùåíèå òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà â ôîðìóëèðîâêå äëÿ îòîáðà-

æåíèé Sn → Rn (íèæå ïðèâåä¼í ÷àñòíûé ñëó÷àé óòâåðæäåíèÿ èç [27]).

Òåîðåìà 20 (Âîëîâèêîâ, 1992). Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = (Zp)
k è G-ïðîñòðàíñòâî

X. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, îðèåíòèðóåìîå,
åñëè p > 2. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
H̃ i(X, Zp) = 0 ïðè âñåõ i ≤ n− 1, n ≥ m(pk − 1), è åñëè pk = 2, òî ãîìîìîðôèçì f ∗ :
Hm(M, Zp) → Hm(X, Zp) òðèâèàëåí. Òîãäà îòîáðàæåíèå f îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ
îðáèòó G â îäíó òî÷êó.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì óòâåðæäåíèè íåëüçÿ çàìåíèòü òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå ðàçìåðíîñòè m íà ñèìïëèöèàëüíûé èëè CW -êîìïëåêñ ðàçìåðíîñòè m (ñì. [28,
29]). Ïðîñòåéøèé ïðèìåð äà¼ò ðàññìîòðåíèå îêðóæíîñòè S è òðèîäà T � ìíîæåñòâà,
ñîñòîÿùåãî èç òð¼õ îòðåçêîâ ñ îáùåé òî÷êîé. Òîãäà ëåãêî ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå S → T , êîòîðîå íå îòîáðàæàåò íèêàêèå äâå àíòèïîäàëüíûå òî÷êè S â îäíó
òî÷êó T .

3.4. Òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ äðóãèõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Â êíèãå [30]
ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà íà G-äåéñòâèÿ íà ñôåðàõ
ïðåäñòàâëåíèé G ñ íåêîòîðûì îñëàáëåíèåì óñëîâèÿ íà ðàçìåðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ãðóïïû G âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî Áîðñóêà-
Óëàìà ñ êîíñòàíòîé aG, åñëè äëÿ äâóõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé V è W ãðóïïû G
ñ óñëîâèåì WG = 0 èç ñóùåñòâîâàíèÿ G-îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ñôåð
SV → SW ñëåäóåò, ÷òî dim V ≤ aG dim W .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [30].

Òåîðåìà 21 (Bartsch, 1993). Èç êîíå÷íûõ ãðóïï òîëüêî p-ãðóïïû îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì Áîðñóêà-Óëàìà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé.
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Óòâåðæäåíèå äëÿ p-ãðóïï ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ [31] ãèïîòåçû Ñè-
ãàëà îá èçîìîðôèçìå ìåæäó ãðóïïîé ñòàáèëüíûõ êîãîìîòîïèé êëàññèôèöèðóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà BG è ïîïîëíåíèåì êîëüöà Áåðíñàéäà ãðóïïû G. Çà ïîäðîáíîñòÿìè ÷è-
òàòåëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê ïåðâîèñòî÷íèêàì [31, 30], â äàííîì îáçîðå äàëåå ýòîò ôàêò
èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåò.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ è óäîáíàÿ â ïðèëîæåíèÿõ

òîïîëîãè÷åñêàÿ òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îáû÷íûõ ýêâèâàðèàíòíûõ (áî-
ðåëåâñêèõ) êîãîìîëîãèé.

3.5. Èíäåêñ (Zp)
k-äåéñòâèÿ. Â ïðèâåä¼ííûõ âûøå ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì 19 è 20

òðåáîâàëèñü íåêîòîðûå óñëîâèÿ íà Zp-ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G =
(Zp)

k.
Â íåêîòîðûõ ïðèìåíåíèÿõ ýòîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî è äàæå óäà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî n− 1-ñâÿçíî ñ ëþáûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íî äëÿ ðÿäà
ïðèìåíåíèé ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå ïðåïÿò-
ñòâèÿ ê ïîñòðîåíèþ G-îòîáðàæåíèÿ.
Çäåñü ìû ïðèâåä¼ì êðàòêèé îáçîð, áîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â êíè-

ãå [26]. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü EG � ãîìîòîïè÷åñêè òðèâèàëüíûé CW -êîìïëåêñ ñ äåéñòâè-
åì ãðóïïû G. Â êà÷åñòâå EG äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû ìîæíî âçÿòü áåñêîíå÷íûé (ïðÿìîé
ïðåäåë êîíå÷íûõ) äæîéí G∗G∗· · ·∗G∗. . . . Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü k-êðàòíûé äæîéí
EGk = G∗k.
Ôàêòîð EG/G áóäåì îáîçíà÷àòü BG.

Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ âñÿêîãî G-ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷èì XG = (X × EG)/G, ãäå
ãðóïïà G äèàãîíàëüíî äåéñòâóåò íà ïðîèçâåäåíèè (êîíñòðóêöèÿ Áîðåëÿ). Òîãäà ýêâè-
âàðèàíòíûìè êîãîìîëîãèÿìè X ñ êîýôôèöèåíòàìè â A íàçûâàþòñÿ ãðóïïû

H∗
G(X, A) = H∗(XG, A).

Åñëè äåéñòâèå ãðóïïû G íà X ñâîáîäíî, òî î÷åâèäíî XG ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíî X/G è òîãäà H∗

G(X, A) = H∗(X/G,A). Êîãîìîëîãèè â îïðåäåëåíèè ìîãóò áûòü
ëþáûìè, îäíàêî ïðè ðàññìîòðåíèè ¾ñëîæíûõ¿ ìíîæåñòâ â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ
áûâàåò ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü êîãîìîëîãèè Àëåêñàíäåðà-Ñïåíüåðà èëè ×åõà, òàê êàê
îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèé.
Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî ýêâèâàðèàíòíûå êîãîìîëîãèè ÿâëÿþòñÿ êîíòðàâàðèàíò-

íûì ôóíêòîðîì G-ïðîñòðàíñòâ. Êàæäîå G-ïðîñòðàíñòâî X äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå â
îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî pt ñ òðèâèàëüíûì äåéñòâèåì G, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò
êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå π∗X : H∗

G(pt, A) = H∗(BG,A) → H∗
G(X, A).

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ãðóïï âèäà (Zp)
k è çà ïîëå êîýôôèöèåíòîâ êîãîìîëî-

ãèé áåð¼ì Zp. Îáîçíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ êîãîìîëîãèé îïóñêàåì. Òîãäà âñÿêàÿ àëãå-
áðà êîãîìîëîãèé H∗

G(X) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ π∗X ïîëó÷àåò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòó-
ðó àëãåáðû íàä AG = H∗

G(pt). Äàëåå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ñëåäóþùåå îïèñàíèå ñòðîåíèÿ
àëãåáðû AG.
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Òåîðåìà 22. Ïðè p = 2 àëãåáðà AG ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò k îäíîìåðíûõ
îáðàçóþùèõ {vi}k

i=1.
Ïðè p > 2 àëãåáðà AG ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò

k äâóìåðíûõ îáðàçóþùèõ {ui}k
i=1 è âíåøíåé àëãåáðû îò k îäíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ

{vi}k
i=1. Ïðè ýòîì äåéñòâèå ãîìîìîðôèçìà Áîêøòåéíà çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé βvi = ui.

Ñäåëàåì îïðåäåëåíèå, ñëåäóÿ ðàáîòå Fadell, Husseini [32].

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ G-ïðîñòðàíñòâà X ÿäðî åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ π∗X : AG →
H∗

G(X) íàçîâ¼ì èíäåêñîì X ñî çíà÷åíèåì â èäåàëàõ è îáîçíà÷èì IndG X.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíåå ââåñòè ÷èñëîâîé èíäåêñ.

Îïðåäåëåíèå 10. Îáîçíà÷èì InAG ãðàäóèðîâàííûé èäåàë â AG, ñîñòîÿùèé èç ýëå-
ìåíòîâ ðàçìåðíîñòè ≥ n.

Îïðåäåëåíèå 11. (Íèæíèì) êîãîìîëîãè÷åñêèì èíäåêñîì G-ïðîñòðàíñòâà X íàçî-
â¼ì

indG X = max{n : IndG X ⊆ In+1AG}.

Îïðåäåëåíèå 12. Âåðõíèì êîãîìîëîãè÷åñêèì èíäåêñîì G-ïðîñòðàíñòâà X íàçîâ¼ì

indG X = max{n : ∃α ∈ AG, π∗X(α) 6= 0}.

Èñõîäÿ èç ñòðîåíèÿ àëãåáðû AG è äåéñòâèÿ â íåé ãîìîìîðôèçìà Áîêøòåéíà ëåãêî
âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå ãðóïïû G = Zp èíäåêñ ñî çíà÷åíèåì â èäåàëàõ ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷èñëåííûì èíäåêñîì è îáà ÷èñëåííûõ èíäåêñà ðàâíû. Âàæíîñòü èíäåêñà
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà 23 (Ìîíîòîííîñòü èíäåêñà). Åñëè ñóùåñòâóåò G îòîáðàæåíèå X → Y ,
òî IndG X ⊇ IndG Y .

Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ôóíêòîðèàëüíîñòè åñòåñòâåííîãî îòîáðàæå-
íèÿ AG → H∗

G(X). Îíî äà¼ò ñïîñîá äîêàçàòü îòñóòñòâèå G-îòîáðàæåíèé ìåæäó ïðî-
ñòðàíñòâàìè.
Îïèøåì îäèí èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ýêâèâàðèàíòíûõ

êîãîìîëîãèé è, â ÷àñòíîñòè, èíäåêñà (ñì. òàêæå [33]).

Òåîðåìà 24 (Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå-Ñåððà). Äëÿ âñÿêîãî ñâÿçíîãî
G-ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ÷ëåíîì

Ex,y
2 = Hx(BG,Hy(X,Zp)),

ñõîäÿùàÿñÿ ê ãðàäóèðîâàííîìó ìîäóëþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó íåêîòîðîé ôèëüòðàöèè
H∗

G(X, Zp).
Çäåñü ñèñòåìà êîýôôèöèåíòîâ Hy(X,Zp) ïîëó÷àåòñÿ èç êîãîìîëîãèé Hy(X,Zp)

äåéñòâèåì íà íèõ G = π1(BG). Äèôôåðåíöèàëû ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè H∗(BG,Zp)-ìîäóëåé.



12 Ð.Í. ÊÀÐÀÑ�Â

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî IndG X ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì âñåõ äèôôåðåíöèàëîâ
ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â íèæíåé ñòðîêå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè H̃ i(X, Zp) = 0 ïðè i ≤ n−1, òî indG X ≥ n. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðîå îáîáùåíèå
ýòîãî ðàññóæäåíèÿ, áîëåå ñëàáûé âàðèàíò êîòîðîãî áûë èñïîëüçîâàí â ðàáîòå àâòî-
ðà [35].

Òåîðåìà 25 (Êàðàñ¼â, 2008). Åñëè G = (Zp)
k, G-ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî è ãðóïïû

H̃m(X,Zp) ïðè m < n êàê Zp[G]-ìîäóëè èìåþò êîìïîçèöèîííûå ðÿäû, ñîñòàâëåííûå
èç êîíå÷íîìåðíûõ Zp[G]-ìîäóëåé, èíäóöèðîâàííûõ ñ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï H ⊂ G.
Òîãäà

ind X ≥ n.

Íàïîìíèì, ÷òî Zp[G]-ìîäóëüM èíäóöèðîâàí èç Zp[H]-ìîäóëÿN , åñëèM = Zp[G]⊗Zp[H]

N . Êîíå÷íîìåðíûé ìîäóëü èíäóöèðîâàí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí êîèíäóöèðî-
âàí: M = HomZp[H](Zp[G], N) (ñì. [34], ãëàâà III, ïðåäëîæåíèå 5.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñëè p = 2, òî SG = AG, à åñëè p > 2, òî SG = Zp[u1, . . . , uk]
� àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ, ñîäåðæàùàÿñÿ â AG.
Åñëè G-ìîäóëü M êîèíäóöèðîâàí èç H-ìîäóëÿ N , òî H∗

G(M) = H∗
H(N) (ñì. [34],

ãëàâà III, ïðåäëîæåíèå 6.2). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ ìîäóëåé ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåð-
òà èõ AG-ìîäóëåé êîãîìîëîãèé èìååò ñòåïåíü íå áîëåå k − 1. Åñëè G-ìîäóëü èìååò
êîìïîçèöèîííûé ðÿä èç òàêèõ ìîäóëåé, òî ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà åãî êîãîìîëîãèé òàê-
æå áóäåò èìåòü ñòåïåíü íå áîëåå k − 1, ÷òî ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ äëèííîé òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðî÷êè ñ íîìåðàìè m = 1, . . . , n − 1 â ÷ëåíå E2 ñïåêòðàëüíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè òåîðåìû 24 èìåþò ìíîãî÷ëåíû Ãèëüáåðòà ñòåïåíåé íå áîëåå k − 1.
Ýòî áóäåò âåðíî è âî âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíàõ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Er

(r ≥ 2). Ïîêàæåì, ÷òî îáðàç âñÿêîãî äèôôåðåíöèàëà d2, . . . , dn−1 â íèæíåé ñòðîêå
ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè ìíîãî-
÷ëåí Ãèëüáåðòà AG-ìîäóëÿ L èìååò ñòåïåíü íå áîëåå k − 1, òî

HomAG
(L, AG) = 0,

òàê êàê âñÿêèé l ∈ L àííóëèðóåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç àëãåáðû SG (èíà÷å ïðîòè-
âîðå÷èå ñî ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà Ãèëüáåðòà), à â ìîäóëå AG íèêàêîé ýëåìåíò ìîäóëÿ
íå àííóëèðóåòñÿ íèêàêèì ýëåìåíòîì SG.
Çíà÷èò â íóëåâîé ñòðîêå íåíóëåâûå ÷ëåíû ñ ðàçìåðíîñòÿìè ≤ n îñòàþòñÿ íåíóëå-

âûìè âî âñåõ ÷ëåíàõ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â òîì ÷èñëå â E∞. Çíà÷èò,
îíè îñòàíóòñÿ íåíóëåâûìè è â H∗

G(X, Zp). �

Èçëîæåííûå â ýòîì ðàçäåëå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â òåîðåìàõ 19 è 20 íå
îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü òðèâèàëüíîñòü ãðóïï êîãîìîëîãèé, à äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü óñëîâèå indG X ≥ n. Â òåîðåìå 20 òàêæå íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îòîáðàæåíèå
f ∗ : H i(M, Zp) → H i(X, Zp) áûëî òðèâèàëüíûì ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ i. Â ðàáî-
òå Âîëîâèêîâà [36] ïðèâåäåíû äðóãèå âàðèàíòû ïîíÿòèÿ èíäåêñà (Zp)

k-ïðîñòðàíñòâ,
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êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ àíàëîãîâ òåîðåì òèïà Áîðñóêà-
Óëàìà.

3.6. (Zp)
k-äåéñòâèå â çàäà÷å Êíàñòåðà. Ïðèâåä¼ì îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî çàäà÷å

Êíàñòåðà [37].

Ãèïîòåçà 2 (Êíàñòåð, 1947). Äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íà åäèíè÷íîé ñôåðå
Sd−1 ⊂ Rd è âñÿêîãî íàáîðà èç d òî÷åê x1, . . . , xd ∈ Sd−1 íàéä¼òñÿ âðàùåíèå ρ ∈ SO(d)
òàêîå, ÷òî

f(ρ(x1)) = f(ρ(x2)) = · · · = f(ρ(xd)).

Êàøèíûì è Szarek áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d (ïðèìåðíî d ≥
1012) ýòà ãèïîòåçà íåâåðíà [38], â ðàáîòå Hinrichs, Richter [39] áûëè ïîñòðîåíû êîíòð-
ïðèìåðû ê ýòîé ãèïîòåçå äëÿ âñåõ d ≥ 67.
Òåì íå ìåíåå, åñòü è ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ãèïîòåçå Êíàñòåðà äëÿ ñïåöèàëü-

íûõ êîíôèãóðàöèé òî÷åê.. Â ðàáîòå ßìàáý è Þäç¼áî [40] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçà
Êíàñòåðà âåðíà äëÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç êîíöîâ âåêòîðîâ îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà, â ðàáîòå Ôëîéäà [41] ãèïîòåçà Êíàñòåðà äîêàçàíà äëÿ ëþáûõ êîíôèãóðàöèé
ïðè d = 3.
Â ðàáîòå Ìàêååâà [42] è äðóãèõ åãî ðàáîòàõ áûëè ïðèìåíåíû Zp-ýêâèâàðèàíòíûå

îòîáðàæåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè ãèïîòåçà Êíàñòåðà áûëà äîêàçàíà äëÿ íàáîðîâ èç p òî÷åê
íà ñôåðå, ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðûõ ñîäåðæèò Zp, äëÿ íàáîðîâ èç p + 1-é òî÷êè ñ
Zp-ñèììåòðèåé è äëÿ ¾ïî÷òè Zp-ñèììåòðè÷íûõ¿ íàáîðîâ ïðè p ≥ 2d− 2 (â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ìíîæåñòâà èç 4 âåðøèí ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà).
Â ðàáîòå Âîëîâèêîâà [27] ãèïîòåçà Êíàñòåðà áûëà äîêàçàíà äëÿ êîíôèãóðàöèé èç

pk òî÷åê ñ òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé (Zp)
k, äåéñòâèå êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâå

çàäà¼òñÿ ïåðåñòàíîâêàìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òàêæå èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè è
ãîìîòîïè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ (ñì. ðàçäåë 4.3) ãèïîòåçà Êíàñòåðà áûëà äîêàçàíà äëÿ
êîíôèãóðàöèé èç pk + 1 òî÷êè ñ (Zp)

k-ñèììåòðèåé.
Â îáîèõ óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Êíàñòåðà ïî ñóòè ñâî-

äèëîñü ê ñëåäóþùåìó. Ïóñòü ãðóïïà ñèììåòðèé G = (Zp)
k âëîæåíà â SO(d). Òîãäà

SO(d) ñòàíîâèòñÿ G-ïðîñòðàíñòâîì. Îòîáðàæåíèå f èç ôîðìóëèðîâêè ãèïîòåçû Êíà-
ñòåðà äà¼ò G-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå g : SO(d) → Rd

g : ρ 7→ (ρ(x1), . . . , ρ(xd)).

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ïåðåñåêàåò äèàãîíàëü â ∆ ⊂ Rd, ãäå
∆ = {(t, t, . . . , t)}t∈R.
Îáîçíà÷èì ôàêòîð W = Rd/∆ è ðàññìîòðèì íà í¼ì äåéñòâèå G. Êàê ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû G ïðîñòðàíñòâî W íå èìååò òðèâèàëüíûõ ñëàãàåìûõ (òî åñòü WG = 0). Åìó
ñîîòâåòñòâóåò G-ýêâèâàðèàíòíîå ðàññëîåíèå η : W × SO(d) → SO(d) è ïðåïÿòñòâèåì
ê ñóùåñòâîâàíèþ ââåä¼ííîãî îòîáðàæåíèÿ g ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàðèàíòíûé êëàññ Ýéëåðà
ðàññëîåíèÿ η.
Êëàññ Ýéëåðà ýòîãî ðàññëîåíèÿ íå ðàâåí íóëþ â AG, çíà÷èò íàäî òîëüêî äîêà-

çàòü, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå AG → H∗
G(SO(d), Zp) èíúåêòèâíî â ðàçìåðíîñòè
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d − 1. Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç
òåîðåìû 24 ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî äèôôåðåíöèàëû â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíû
îòîáðàæàòü ìóëüòèïëèêàòèâíûå îáðàçóþùèå àëãåáðû H∗(SO(d), Zp) â êëàññû Ïîí-
òðÿãèíà è Ýéëåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ãëàâíîãî SO(d)-ðàññëîåíèÿ íàä BG (òî åñòü âñå
îíè òðàíñãðåññèâíû).
Â ðàáîòå Âîëîâèêîâà [43] äîêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà Êíàñòåðà äëÿ êîíôèãóðàöèè èç

p2 òî÷åê íà íåêîòîðîé îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà. Â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ âû÷èñëåíèå êëàññà Ýéëåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàññëîåíèÿ â K-òåîðèè, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ íåíóëåâûì.
Êíàñòåð ñôîðìóëèðîâàë òàêæå áîëåå îáùèé âàðèàíò ñâîåé çàäà÷è.

Ãèïîòåçà 3 (Îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à Êíàñòåðà, 1947). Äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ f : Sd−1 ⊂ Rm è âñÿêîãî íàáîðà èç n = d − m + 1 òî÷åê x1, . . . , xk ∈ Sd−1

íàéä¼òñÿ âðàùåíèå ρ ∈ SO(d) òàêîå, ÷òî

f(ρ(x1)) = f(ρ(x2)) = · · · = f(ρ(xn)).

Ñëó÷àé m = d− 1 â ýòîé ãèïîòåçå áûë ðàíåå äîêàçàí Hopf [44]. Âîëîâèêîâûì â [27]
äîêàçàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ãèïîòåçû: m = 2, n = pk, â Rn+1 åñòü íåêîòîðûé áàçèñ
{e1, . . . , en, en+1}, òàêîé ÷òî íà ìíîæåñòâå òî÷åê {xi}n

i=1 = {ei}n
i=1 òðàíçèòèâíî äåé-

ñòâóåò ãðóïïà G = (Zp)
k ⊂ SO(d + 1).

Êîíòðïðèìåðû ê îáîáù¼ííîé ãèïîòåçå Êíàñòåðà áûëè íàéäåíû åù¼ ðàíüøå, ÷åì
ê ãèïîòåçå Êíàñòåðà äëÿ ôóíêöèé. Â ðàáîòàõ Ìàêååâà, Áàáåíêî, Áîãàòîãî [45, 46]
áûëî çàìå÷åíî, ÷òî åñëè êîíôèãóðàöèÿ èç n òî÷åê ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ëèíåéíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå L ⊆ Rd ðàçìåðíîñòè l è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

l(2n− l − 1)

2
< m(n− 1)

òî îáîáù¼ííàÿ ãèïîòåçà Êíàñòåðà íåâåðíà èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè äëÿ ïî÷òè
âñåõ òàêèõ êîíôèãóðàöèé. Â ðàáîòå [47] ïîêàçàíî, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ãèïîòåçà Êíàñòåðà
íåâåðíà äëÿ ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ êîíôèãóðàöèé òî÷åê è ôóíêöèé ïðè ëþáûõ
d− 1 > m > 2. Â ðàáîòå Hinrichs, Richter [39] ïîñòðîåíû êîíòðïðèìåðû ê îáîáù¼ííîé
çàäà÷å Êíàñòåðà ïðè m = 2 è âñåõ d ≥ 5, à òàêæå ïîëó÷åíû íîâûå êîíòðïðèìåðû â
ñëó÷àå m = 1 (îáû÷íàÿ çàäà÷à Êíàñòåðà) ïðè d = 61, 63, 65 è âñåõ d ≥ 67.

3.7. Òåîðèÿ Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà äëÿ ôóíêöèé ñ ñèììåòðèÿìè. Ïîíÿ-
òèå èíäåêñà (Zp)

k-ïðîñòðàíñòâ èìååò òàêæå âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà äëÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèé ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé G = (Zp)

k. Ñëå-
äóÿ êíèãå [30] ââåä¼ì ïîíÿòèå ýêâèâàðèàíòíîé êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
(â êíèãå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå, ÷åì ïðèâåä¼ííîå çäåñü).

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü X � G ïðîñòðàíñòâî, òîãäà G-êàòåãîðèåé X íàçîâ¼ì ìèíè-
ìàëüíûé ðàçìåð G-èíâàðèàíòíîãî ïîêðûòèÿ {X1, . . . , Xn} ïðîñòðàíñòâà X, â êîòîðîì
êàæäîå âëîæåíèå ιi : Xi → X G-ãîìîòîïíî âëîæåíèþ íåêîòîðîé îðáèòû ι : G/H → X.
Áóäåì îáîçíà÷àòü G-êàòåãîðèþ G-cat X.
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Îïðåäåë¼ííàÿ òàê êàòåãîðèÿ îöåíèâàåò ñíèçó ÷èñëî G-îðáèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê G-
èíâàðèàíòíîé C2-ãëàäêîé ôóíêöèè f íà ìíîãîîáðàçèè X, åñëè ôóíêöèÿ f ãëàäêàÿ
êëàññà C2, ñîáñòâåííàÿ è îãðàíè÷åíà ëèáî ñâåðõó, ëèáî ñíèçó.
Íà ñàìîì äåëå G-êàòåãîðèÿ, êàê ïðàâèëî, îöåíèâàåòñÿ ñíèçó ÷åðåç G-ðîä (ðîä â

ñìûñëå Øâàðöà) ïðîñòðàíñòâà [23].

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü X � G ïðîñòðàíñòâî, òîãäà G-ðîäîì X íàçîâ¼ì ìèíèìàëü-
íîå n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò G-îòîáðàæåíèå X → G/H1 ∗ G/H2 ∗ · · · ∗ G/Hn, ãäå
G/Hi èçîìîðôíû íåêîòîðûì îðáèòàì G íà X. Áóäåì îáîçíà÷àòü G-ðîä G-gen X.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [23,
30].

Òåîðåìà 26. Åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà X ñâîáîäíî, òî

G-gen X ≥ ind X + 1.

Òåîðåìà 27. Ïóñòü G = (Zp)
k, òîãäà äëÿ ëþáîãî G-ïðîñòðàíñòâà X áåç íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê

G-gen X ≥
⌈

ind X

2

⌉
+ 1,

ïðè÷¼ì åñëè p = 2, òî
G-gen X ≥ ind X + 1.

Â ðàáîòå Âîëîâèêîâà [48] (ñì. òàêæå [36]) ââåä¼í åù¼ îäèí ÷èñëåííûé èíäåêñ (Zp)
k-

äåéñòâèÿ iG(X), îïðåäåëÿåìûé ÷åðåç ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåîðåìû 24 è
îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì iG(X) ≤ ind X + 1. Ýòîò èíäåêñ îöåíèâàåò G-ðîä ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Òåîðåìà 28. Ïóñòü G = (Zp)
k, òîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî G-ïðîñòðàíñòâà X

áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
G-gen X ≥ iG(X).

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà î ïîêðûòèè â òåðìèíàõ êàòåãîðèè
(èëè ðîäà) ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: äëÿ àíòèïîäàëüíîãî äåéñòâèÿ G = Z2 íà ñôåðå Sn

êàòåãîðèÿ G-cat Sn ≥ G-gen Sn ≥ n + 1.
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4. Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû è îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì
êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè

4.1. Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôîâ è ãèïåð-
ãðàôîâ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ [n] ÷åðåç

(
[n]
k

)
.

Îïðåäåëåíèå 15. Ãðàôîì Êíåçåðà KGk
n íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâ-

ëÿþòñÿ ìíîæåñòâà èç
(
[n]
k

)
, ïðè÷¼ì äâà ìíîæåñòâà ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 16. Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå íàäî ïîêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà òàê, ÷òîáû êîíöû êàæäîãî
ðåáðà áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà (ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà). Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî
îáîçíà÷àåòñÿ χ(G).

Îïðåäåëåíèå 17. Ãèïåðãðàôîì íà âåðøèíàõ V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V è íåêîòîðîå
ñåìåéñòâî F íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ V (ð¼áåð èëè ãèïåðð¼áåð). Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ
k-ãèïåðãðàôîì, åñëè âñå ìíîæåñòâà F èìåþò ðàçìåð k. ×àñòî ãèïåðãðàô áóäåò îáîçíà-
÷àòüñÿ ìíîæåñòâîì ñâîèõ ð¼áåð, åñëè ïîíÿòíî, êàêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 18. Äëÿ ãèïåðãðàôà F íà âåðøèíàõ V è íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà
W ⊆ V èíäóöèðîâàííûì ãèïåðãðàôîì F [W ] íàçûâàåòñÿ ãèïåðãðàô ñ âåðøèíàìè W è
ð¼áðàìè {F ∈ F : F ⊆ W}.
Îïðåäåëåíèå 19. Õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãèïåðãðàôà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå íóæíî ïîêðàñèòü åãî âåðøèíû òàê, ÷òîáû íè îäíî èç åãî
ð¼áåð íå áûëî îäíîöâåòíûì. Áóäåì îáîçíà÷àòü õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(F).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî Êíåçåðîì [49] è äîêàçàíî Lov�asz [50].

Òåîðåìà 29 (Lov�asz, 1978). Åñëè n ≥ 2k − 1, òî

χ(KGk
n) = n− 2k + 2.

Îöåíêà ñâåðõó (ïîñòðîåíèå ðàñêðàñêè) â ýòîé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî, îöåíêà
æå ñíèçó ïîòðåáîâàëà ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â îäíîì èç âàðèàíòîâ áû-
ëà ïðèìåíåíà îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ Z2-äåéñòâèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò
âàæåí â òåîðèè ãðàôîâ ïîòîìó, ÷òî îöåíêà ñíèçó õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôà Êíå-
çåðà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èçâåñòíàÿ êàê ¾fractional chromatic
number¿, äà¼ò n

k
, ÷òî î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò íàñòîÿùåãî õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà.

Â ðàáîòå B�ar�any [51] áûëî ïðèâåäåíî áîëåå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 29, îñíîâàííîå íà âëîæåíèè êîíôèãóðàöèè âåðøèí â Rn−2k+2 è ïðèìåíåíèè òåîðå-
ìû Áîðñóêà-Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà. Â ðàáîòå Äîëüíèêîâà [52] áûëî èñïîëüçîâàíî
âëîæåíèå â Rn−2k+1 è òåîðåìà 29 áûëà îáîáùåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 20. Êíåçåðîâñêèé ãðàô KG(F) ãèïåðãðàôà F èìååò ìíîæåñòâî âåð-
øèí, ñîâïàäàþùåå ñ ñåìåéñòâîì F , äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðð¼áðà F1, F2 ∈ F íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 21. Õðîìàòè÷åñêèì äåôåêòîì ãèïåðãðàôà F íà ìíîæåñòâå âåðøèí
V íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

cdm(F) = min{|X| : χ(F [V \X]) ≤ m}.

Òåîðåìà 30 (Äîëüíèêîâ, 1981). Äëÿ âñÿêîãî ãèïåðãðàôà F èìååì

χ(KG(F)) ≥ cd2(F).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåò ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Äîëüíèêî-
âà î òðàíñâåðñàëÿõ, ïîäðîáíåå ñì. ðàçäåë 5.3. Îöåíêà cd2(

(
[n]
k

)
) = n− 2k + 2 î÷åâèäíà.

Îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 29 áûëî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäå-
íèè.

Îïðåäåëåíèå 22. Äëÿ ãðàôà G = (V, E) îáîçíà÷èìN (G) ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
ñ âåðøèíàìè V è ñèìïëåêñàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè íàáîðàì âåðøèí, èìåþùèì îáùåãî
ñîñåäà. Ñîîòâåòñòâóþùåå àíãëîÿçû÷íîå íàçâàíèå ¾neighborhood complex¿.

Òåîðåìà 31 (Lov�asz, 1978). Åñëè H̃ i(N (G), Z2) = 0 ïðè i ≤ k − 1, òî χ(G) ≥ k + 2.

Åñòåñòâåííî, â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ëåæèò íåêîòîðîå Z2-äåéñòâèå
è åãî èíäåêñ. Èçëîæèì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî, ñëåäóÿ ðàáî-
òå [53].

Îïðåäåëåíèå 23. Äëÿ ãðàôà G = (V, E) îáîçíà÷èì B(G) ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
ñ âåðøèíàìè, ñîñòîÿùèìè èç äâóõ êîïèé V1 è V2 ìíîæåñòâà V è ñèìïëåêñàìè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ïàðàì W1 ⊆ V1, W2 ⊆ V2 òàêèì, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ W1 è W2 èìååò
îáùåãî ñîñåäà è ëþáûå äâå âåðøèíû w1 ∈ W1 è w2 ∈ W2 ñîåäèíåíû â G. Ñîîòâåòñòâó-
þùåå àíãëîÿçû÷íîå íàçâàíèå ¾box complex¿.

Êîìïëåêñ B(G) ôóíêòîðèàëåí îòíîñèòåëüíî G è èìååò åñòåñòâåííîå Z2-äåéñòâèå
ïåðåñòàíîâêàìè ïàð ïîäìíîæåñòâ. Äëÿ ïîëíîãî ãðàôà Kn íà n âåðøèíàõ êîìïëåêñ
B(Kn) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí n − 2-ìåðíîé ñôåðå ñ àíòèïîäàëüíûì äåéñòâèåì
Z2. Ýòè è íåêîòîðûå äðóãèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò äîêàçàòü òåîðåìó [53].

Òåîðåìà 32 (Alon, Frankl, Lov�asz, 1986). Êîìïëåêñ B(G) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåí-
òåí N (G) è

χ(G) ≥ indZ2
B(G) + 2.

Â êíèãå Êîçëîâà [54] ïîíÿòèå êîìïëåêñà B(G) áûëî îáîáùåíî: ââåäåíî ïîíÿòèå ïî-
ëèýäðàëüíîãî êîìïëåêñà ãîìîìîðôèçìîâ ãðàôîâ Hom(G, H), âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîáñòâåííî ãîìîìîðôèçìû ãðàôîâ. Âñÿêîå îòîáðàæåíèå (ðàñêðàñêà) G → Kn

èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå Hom(H, G) → Hom(H, Kn) äëÿ ëþáîãî ãðàôà H, ïðè ýòîì
îïèñàííûé âûøå êîìïëåêñ B(G) ñ òî÷êè çðåíèÿ îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ýêâè-
âàëåíòåí êîìïëåêñó Hom(K2, G) ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Z2 ïåðåñòàíîâêàìè äâóõ âåðøèí
K2. Ðàññìàòðèâàÿ äðóãèå ãðàôû H ñ Z2-äåéñòâèåì, Êîçëîâ ïîëó÷àåò íîâûå îöåíêè
õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà â òåðìèíàõ Z2-èíäåêñà ñîîòâåòñòâóþùèõ Hom-êîìïëåêñîâ.
Â ðàáîòå [53] òàêæå áûëè ââåäåíû àíàëîãè êîìïëåêñà B(G) äëÿ ãèïåðãðàôîâ è ïî-

íÿòèå ãðàôà Êíåçåðà è åãî õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà áûëî îáîáùåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 24. Äëÿ âñÿêîãî ãèïåðãðàôà F êíåçåðîâñêèé r-ãèïåðãðàô KGr(F)
ïîñòðîåí íà F êàê íà âåðøèíàõ, à åãî ð¼áðà � ýòî íàáîðû èç r ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ F1, F2, . . . , Fr ∈ F .

Äëÿ ñèñòåìû F =
(
[n]
k

)
â [53] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 33 (Alon, Frankl, Lov�asz, 1986). Ïîëîæèì F =
(
[n]
k

)
. Åñëè n ≥ (m− 1)(r −

1) + rk, òî
χ(KGr(F)) > m.

Â ðàáîòàõ [55, 56] áûëî óñòàíîâëåíî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Äîëüíèêîâà.

Òåîðåìà 34 (K�r���z, 1992�2000). Äëÿ âñÿêîãî ãèïåðãðàôà F

χ(KGr(F)) ≥ 1

r − 1
cdr(F).

Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò òîïîëîãè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, â òîì
÷èñëå òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ Zp-äåéñòâèÿ.
Â ðàáîòå Ziegler [57] ýòè ðåçóëüòàòû è èõ îáîáùåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ¾êîìáèíàòîðíî¿,

îäíàêî íà ñàìîì äåëå ïðîñòî ôîðìóëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã ëåììû Òàêåðà
äëÿ Zp-äåéñòâèÿ íà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñàõ, âû÷èñëÿþòñÿ êîãîìîëîãèè, íî âñå
ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ áåç ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Â ðàáîòå Âîëîâèêîâà [58] ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïëåêñû ãîìîìîðôèçìîâ q-ãèïåðãðàôîâ

(q = pk) ñ (Zp)
k-äåéñòâèåì è ôîðìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå íèæíèå îöåíêè õðîìàòè÷å-

ñêîãî ÷èñëà ãèïåðãðàôîâ â òåðìèíàõ èíäåêñîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ (Zp)
k-ïðîñòðàíñòâ.

4.2. Òåîðåìà Òâåðáåðãà, ¾öâåòíûå¿ òåîðåìû Êàðàòåîäîðè è Õåëëè.

Òåîðåìà 35 (Òâåðáåðã [59], 1966). Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X ∈ Rd ñîñòîèò èç
(d+1)(r−1)+1 òî÷åê. Òîãäà X ìîæíî ðàçáèòü íà r ìíîæåñòâ X1, . . . , Xr, âûïóêëûå
îáîëî÷êè êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Òåîðåìà Òâåðáåðãà îäíîâðåìåííî îáîáùàåò òåîðåìó Ðàäîíà è äèñêðåòíóþ òåîðåìó
î öåíòðàëüíîé òî÷êå.
Îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ ñïîñîáîâ äîêàçàòü òåîðåìó Òâåðáåðãà � èñïîëüçîâàíèå

¾öâåòíîé¿ òåîðåìû Êàðàòåîäîðè èç [60].

Òåîðåìà 36 (Öâåòíàÿ òåîðåìà Êàðàòåîäîðè, B�ar�any, 1982). Ïóñòü äàíû d+1 êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî X1, . . . , Xd+1 â Rd. Òîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈
⋂d+1

i=1 conv Xi íàéä¼òñÿ
ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé xi ∈ Xi, äëÿ êîòîðîé

x ∈ conv{x1, . . . , xd+1}.
Òàêæå â ðàáîòå [60] ñî ññûëêîé íà Lov�asz áûëà ïðèâåäåíà ¾öâåòíàÿ¿ òåîðåìà Õåëëè.

Òåîðåìà 37 (Öâåòíàÿ òåîðåìà Õåëëè, B�ar�any, Lov�asz, 1982). Ïóñòü â Rd äàíû d +
1 êîíå÷íîå íåïóñòîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ F1, . . . ,Fd+1. Åñëè äëÿ ëþáîé
ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé Ci ∈ Fi ïåðåñå÷åíèå

⋂d+1
i=1 Ci íåïóñòî, òî äëÿ íåêîòîðîãî i

ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà
⋂
Fi íåïóñòî.
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Â êîíòåêñòå öâåòíûõ òåîðåì Êàðàòåîäîðè è Õåëëè áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþ-
ùàÿ ãèïîòåçà.

Ãèïîòåçà 4 (Öâåòíàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà, B�ar�any). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî X èç r(d + 1) òî÷êè â Rd ðàñêðàøåíî â d + 1 öâåò òàê, ÷òî òî÷åê êàæäîãî
öâåòà ðîâíî r. Òîãäà X ìîæíî ðàçáèòü íà r ïîëíîöâåòíûõ ïîäìíîæåñòâ X1, . . . , Xr

èç d + 1 òî÷êè êàæäîå òàê, ÷òî
⋂r

i=1 conv Xi 6= ∅.

Â ðàáîòå B�ar�any è Larman [61] ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû äëÿ r = 2
ñî ññûëêîé íà Lov�asz, à òàêæå ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà äëÿ d = 2 ñ ïîìîùüþ
÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ. Â ðàçäåëå 4.4 áóäóò îáñóæäàòüñÿ òîïîëîãè÷åñêèå
äîêàçàòåëüñòâà îñëàáëåííûõ âàðèàíòîâ ýòîé ãèïîòåçû.

4.3. Èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ â òåðìèíàõ ïðåïÿòñòâèé è îòíî-
ñèòåëüíûé êëàññ Ýéëåðà. Êàê óæå áûëî óêàçàíî, íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåé ñå÷åíèÿ
íåêîòîðîãî (ýêâèâàðèàíòíîãî) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Îñíîâíîé ñïîñîá óáåäèòüñÿ â
íàëè÷èå íóëåé ñå÷åíèÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ � äîêàçàòü, ÷òî êëàññ Ýéëåðà ðàññëî-
åíèÿ íå ðàâåí íóëþ.
Âû÷èñëåíèå êëàññà Ýéëåðà ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà ÿâíîì îïèñàíèè êîãîìîëîãèé,

êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ G-ýêâèâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèé, èíäóöèðîâàííûõ èç ïðåäñòàâëå-
íèé ãðóïïû G (ñì. ðàçäåëû 3.5 è 3.6). Îäíàêî åñòü è áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëèòü
êëàññ Ýéëåðà, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè.

Ëåììà 1. Ïóñòü X � n-ìåðíîå çàìêíóòîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, πV : V → X �
k-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Åñëè X è V îðèåíòèðóåìû, òî èñïîëüçóåì êîýôôè-
öèåíòû A = Z, èíà÷å A = Z2. Òîãäà äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ s : X → V ìíîãîîáðàçèå
íóëåé ñå÷åíèÿ äâîéñòâåííî ïî Ïóàíêàðå êëàññó Ýéëåðà e(V ).

Ëåììà 1 äà¼ò óäîáíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êëàññà Ýéëåðà, åñëè k = n. Òîãäà íàäî
âûáðàòü ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ V , êîòîðîå èìåëî áû òîëüêî ïðîñòûå íóëè, ÷òî ïî îïðåäå-
ëåíèþ îçíà÷àåò: s(X) òðàíñâåðñàëüíî íóëåâîìó ñå÷åíèþ s0(X). Â ñëó÷àå A = Z2 êëàññ
Ýéëåðà ñîîòâåòñòâóåò ÷¼òíîñòè êîëè÷åñòâà ýòèõ íóëåé. Åñëè æå A = Z, òî äëÿ âñÿêîãî
íóëÿ íàäî ëîêàëüíî ïðåäñòàâèòü ñå÷åíèå â ïðàâèëüíî îðèåíòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ
(x1, . . . , xn) íà X è (y1, . . . , yn) íà ñëîå V â âèäå

yi =
∑

aijxj + o(
√

x2
1 + · · ·+ x2

n)

è íàçíà÷èòü òàêîìó íóëþ èíäåêñ sgn det(aij). Òîãäà êëàññ Ýéëåðà V ñîîòâåòñòâóåò
ñóììå èíäåêñîâ âñåõ íóëåé. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì òåñòîâûõ ñå÷åíèé.
Â ïðèëîæåíèè ê êîíêðåòíûì ãåîìåòðè÷åñêèì çàäà÷àì ìåòîä òåñòîâûõ ñå÷åíèé ïîç-

âîëÿåò ðàññìîòðåòü êàêîé-òî êîíêðåòíûé ýêçåìïëÿð çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî âñå íóëè
ñå÷åíèÿ ëåãêî îïèñûâàþòñÿ, óáåäèòüñÿ, ÷òî êëàññ Ýéëåðà íåíóëåâîé, è ñäåëàòü îò-
ñþäà âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè íóëåé âî âñåõ ýêçåìïëÿðàõ çàäà÷è. Ýòîò ìåòîä øèðîêî
ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ î âïèñûâàíèè/îïèñûâàíèè (ñì. ðàçäåë 4.6) è â íåêîòîðûõ äðó-
ãèõ ñëó÷àÿõ (ñì. ðàçäåë 5.2).
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Ìíîãîîáðàçèå â ìåòîäå òåñòîâûõ ñå÷åíèé ìîæåò áûòü íåêîìïàêòíî. Òîãäà êëàññ
Ýéëåðà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êîãîìîëîãèÿõ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, íî îí áóäåò
çàâèñåòü íå òîëüêî îò ðàññëîåíèÿ, íî è îò ïîâåäåíèÿ ñå÷åíèÿ ¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿. Äëÿ
óòî÷íåíèÿ ýòèõ ñîîáðàæåíèé ïîëåçíî ââåñòè ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíûé êëàññ Ýéëåðà îòíîñèòñÿ

íå òîëüêî ê ðàññëîåíèþ, íî è ê âûáîðó êîíêðåòíîãî ñå÷åíèÿ. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå,
åñëè íå îãîâîðåíî èíà÷å, äëÿ îðèåíòèðóåìûõ ðàññëîåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ êîãîìîëî-
ãèè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, åñëè æå ðàññëîåíèå ìîæåò áûòü íåîðèåíòèðóåìûì, òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2. Îáîçíà÷åíèå êîëüöà êîýôôè-
öèåíòîâ îïóñêàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 25. Ðàññìîòðèì ïàðó ïðîñòðàíñòâ Y ⊆ X è m-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàñ-
ñëîåíèå πV : V → X. Ïóñòü òàêæå çàäàíî íå îáðàùàþùååñÿ â íóëü ñå÷åíèå s ðàññëîå-
íèÿ V íàä Y . Íàçîâ¼ì òàêóþ êîíñòðóêöèþ (V, s) ÷àñòè÷íûì ñå÷åíèåì.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñå÷åíèå s êàê-òî ïðîäîëæåíî íà âñå ïðî-
ñòðàíñòâî X. Åñòåñòâåííî, â ýòîì ñëó÷àå îíî ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà X \ Y . Íî
ëþáûå äâà ïðîäîëæåííûõ ñå÷åíèÿ ìîæíî ñîåäèíèòü ìåæäó ñîáîé ãîìîòîïèåé, ïðè
êîòîðîé ãîìîòîïèÿ íå áóäåò ìåíÿòü ñå÷åíèå íàä Y .
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñå÷åíèÿ íàä ïàðîé (X, Y ) ãîìîòîïè÷åñêè êëàññè-

ôèöèðóþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïàðû (X, Y ) â ïàðó (BO(m), BO(m−1)), èëè (BSO(m), BSO(m−
1)) â ñëó÷àå îðèåíòèðóåìûõ ðàññëîåíèé.
Äëÿ ïàðû (BO(m), BO(m−1)) ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàññìîò-

ðèì êàíîíè÷åñêîåm-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå γ → BO(m). Òîãäà ïàðà (B(γ), S(γ))
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé (BO(m), BO(m−1)). Èçîìîðôèçì Òîìà ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò u ∈ Hm(BO(m), BO(m−1)) òàêîé, ÷òî óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ
H∗(BO(m)) íà u äà¼ò èçîìîðôèçì êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2

H∗(BO(m), BO(m− 1)) = uH∗(BO(m)).

Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ïàðû (BSO(m), BSO(m − 1)) è êîãîìîëîãèé ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 26. Îáðàç êëàññà Òîìà u ∈ Hm(BO(m), BO(m− 1), Z2) â Hm(X, Y, Z2)
áóäåì íàçûâàòü êëàññîì Ýéëåðà ïî ìîäóëþ 2 ÷àñòè÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â îðèåíòèðóåìîì
ñëó÷àå îáðàç êëàññà Òîìà u ∈ Hm(BSO(m), BSO(m−1), Z) â Hm(X, Y, Z) áóäåì íàçû-
âàòü êëàññîì Ýéëåðà ÷àñòè÷íîãî ñå÷åíèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ Ýéëåðà ÷àñòè÷íîãî
ñå÷åíèÿ e(V, s).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé êëàññîâ Òîìà è Ýéëåðà. Íåñâÿçíîå îáú-
åäèíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y îáîçíà÷èì X t Y .

Ëåììà 2. Äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ (X t pt, pt) îòíîñèòåëüíûé êëàññ Ýéëåðà ðàññëî-
åíèÿ V → X t pt ñ ëþáûì ñå÷åíèåì íàä pt â H̃∗(X t pt, pt) = H∗(X) ñîâïàäàåò ñ
îáû÷íûì êëàññîì Ýéëåðà îãðàíè÷åíèÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ íà X.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî êëàññ Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðåïÿòñòâèåì (âîçìîæíî,
ïî ìîäóëþ 2) ê ïðîäîëæåíèþ ÷àñòè÷íîãî íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ äî ïîëíîãî íåíóëåâîãî
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ñå÷åíèÿ. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî îòíîñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà è íóæíî â ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 27. Ïóñòü íàä (X1, Y1) äàíî ÷àñòè÷íîå ñå÷åíèå (V, s1), à íàä (X2, Y2)
äàíî ÷àñòè÷íîå ñå÷åíèå (W, s2). Áóäåì ñ÷èòàòü ñå÷åíèÿ si ïðîäîëæåííûìè íàXi. Òîãäà
â ïðîèçâåäåíèè ðàññëîåíèé V ×W ñå÷åíèå s1 × s2 äà¼ò ÷àñòè÷íîå ñå÷åíèå íàä ïàðîé
(X1 × X2, (X1 × Y2) ∪ (Y1 × X2)). Íàçîâ¼ì ýòó îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèåì ÷àñòè÷íûõ
ñå÷åíèé.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà âûâîäèòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ è
ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè êëàññà Òîìà.

Ëåììà 3. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

e(V ×W, s1 × s2) = e(V, s1)× e(W, s2).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X1 = X2 = X, òî äëÿ ïàðû ÷àñòè÷íûõ ñå÷åíèé s1 è s2 íàä (X,Y1)
è (X, Y2) èìååì

e(V ⊕W, s1 ⊕ s2) = e(V, s1)e(W, s2) ∈ H∗(X,Y1 ∪ Y2).

Ïåðåéä¼ì ê ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ î äâîéñòâåííîñòè äëÿ îòíîñèòåëüíîãî êëàñ-
ñà Ýéëåðà. Ïàðà (X, Y ) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè X è Y � ñèì-
ïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû, Y ÿâëÿåòñÿ ïîäêîìïëåêñîì X, X \ Y � òîïîëîãè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå. Â ÷àñòíîñòè ïàðà èç êîìïàêòíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è åãî êðàÿ
(M, ∂M) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ìíîãîîáðàçèåì. n-ìåðíîå îòíîñèòåëüíîå ìíîãîîá-
ðàçèå (X, Y ) îðèåíòèðóåìî, åñëè åñòü êëàññ w ∈ Hn(X, Y, Z), êîòîðûé èìååò íåíóëåâîé
ïðîîáðàç â ãðóïïå Hn(X, X \ x0, Z) äëÿ êàæäîé x0 ∈ X \ Y .
Îòíîñèòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå (X, Y ) íàçîâ¼ì ãëàäêèì, åñëè X \ Y � ãëàäêîå ìíîãî-

îáðàçèå. Ñîáñòâåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ãëàäêèå îòíîñèòåëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ.
×àñòè÷íîå ñå÷åíèå (ïðîäîëæåííîå íà âñ¼ X) ðàññëîåíèÿ V → X íàçîâ¼ì îáùèì, åñëè
ìíîãîîáðàçèå s(X \ Y ) ⊂ V òðàíñâåðñàëüíî íóëåâîìó ñå÷åíèþ s0(X \ Y ).

Ëåììà 4. Ïóñòü (X, Y ) � n-ìåðíîå ãëàäêîå îòíîñèòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå, πV : V →
X � k-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Åñëè (X, Y ) è V îðèåíòèðóåìû, òî èñïîëüçóåì
êîýôôèöèåíòû A = Z, èíà÷å A = Z2. Òîãäà äëÿ îáùåãî ÷àñòè÷íîãî ñå÷åíèÿ s : X → V
(ïðîäîëæåííîãî íà âñ¼ X) ìíîãîîáðàçèå íóëåé ñå÷åíèÿ, êàê êëàññ èç Hn−k(X \ Y ),
äâîéñòâåííî ïî Ïóàíêàðå-Ëåôøåöó êëàññó Ýéëåðà e(V, s).

Â îòíîñèòåëüíîì ñëó÷àå ýòà ëåììà òàêæå äà¼ò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü îòíîñèòåëü-
íûé êëàññ Ýéëåðà ìåòîäîì òåñòîâûõ ñå÷åíèé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà ïðèâåä¼ì äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû Áðàóýðà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áðàóýðà. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå øàðà f :
B → B. Åñëè îíî íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî îòîáðàæåíèå

s(x) = f(x)− x
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äà¼ò ÷àñòè÷íîå ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä ïàðîé η : B × Rd → (B, ∂B).
Õîòÿ ñàìî ðàññëîåíèå η òðèâèàëüíî, ìû ïîêàæåì, ÷òî e(η, s) 6= 0 ∈ Hd(B, ∂B). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ñå÷åíèå s(x) ìîæíî íåïðåðûâíî äåôîðìèðîâàòü â ñå÷åíèå s′(x) = −x, ïðè
ýòîì íà ∂B ýòà äåôîðìàöèÿ íå áóäåò îáðàùàòü ñå÷åíèå â íóëü. Íî ó ñå÷åíèÿ s′ ðîâíî
îäèí íåâûðîæäåííûé íóëü, ñëåäîâàòåëüíî êëàññ Ýéëåðà íåíóëåâîé. �

Íàëè÷èå ãîìîëîãè÷åñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ (â âèäå êëàññà Ýéëåðà) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
ïðàêòè÷åñêè ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåàëèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðåì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ, ÷òî ñäåëàíî, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ Eaves, Kellogg, Li, Yorke [62, 63] èìåííî
äëÿ òåîðåìû Áðàóýðà.
Ïðèìåíåíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé â âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìàõ îñíîâàíî

íà ìåòîäå ãîìîòîïè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ (àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí ¾homotopy continuation¿),
â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 38 (Î ãîìîòîïè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè). Ïóñòü ðàññëîåíèå V → X èìååò
íåíóëåâîé êëàññ Ýéëåðà. Ïóñòü òàêæå ãîìîòîïèÿ st ñâÿçûâàåò äâà ñå÷åíèÿ ýòîãî
ðàññëîåíèÿ s0 è s1. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå ãîìîòîïèè X×[0, 1] íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà
ìíîæåñòâà íóëåé ñå÷åíèÿ st ïåðåñåêàåòñÿ è ñ X × {0}, è ñ X × {1}.

Äëÿ îòíîñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà ôîðìóëèðîâêà àíàëîãè÷íà. Â ñëó÷àå, åñëè X ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n, ñëîè V òàêæå èìåþò ðàçìåðíîñòü n, è ñå÷åíèå
st íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ãîâîðèò î òîì, ÷òî íåêîòî-
ðûé íóëü s0 ñâÿçàí ãëàäêîé êðèâîé ñ íåêîòîðûì íóë¼ì s1 â ïðîñòðàíñòâå X × [0, 1].
Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ
íàõîæäåíèÿ íåêîòîðûõ íóëåé ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ s1, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî ñå÷åíèÿ s0 âñå íóëè èçâåñòíû.

4.4. Òîïîëîãè÷åñêèå òåîðåìû òèïà Òâåðáåðãà, îáîáùåíèÿ òåîðåìû âàí Êàìïåíà-
Ôëîðåñà. Òåîðåìó Òâåðáåðãà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f :
∆(d+1)(r−1) → Rd � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî íàéäóòñÿ r ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ãðàíåé F1, . . . , Fr ñèìïëåêñà ∆(d+1)(r−1), äëÿ êîòîðûõ

⋂r
i=1 f(Fi) 6= ∅.

Îáîáùåíèÿ òåîðåìû Òâåðáåðãà ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî âìåñòî ∆(d+1)(r−1) ìîæíî âçÿòü
äðóãîé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, à âìåñòî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ � íåïðåðûâíîå,
ïîñëåäíèé ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìîé òèïà Òâåðáåðãà.
Â ÷àñòíîñòè, â öâåòíîé òåîðåìå (ãèïîòåçå) Òâåðáåðãà ðàññìàòðèâàåòñÿ d+1-êðàòíûé

äæîéí r-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà K = [r]∗d+1, â òåîðåìå âàí Êàìïåíà-Ôëîðåñà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ îñòîâ ñèìïëåêñà è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 28. Åñëè äëÿ êîìïëåêñà K âåðíà ëèíåéíàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà ñ ïàðà-
ìåòðàìè r, d, òî ñêàæåì, ÷òî K ∈ LT (r, d). Åñëè âåðíà òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà ñ òåìè
æå ïàðàìåòðàìè, òî K ∈ TT (r, d).

Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà äëÿ ∆(d+1)(r−1) è r ïðîñòîãî áûëà äîêàçàíà â
ðàáîòå B�ar�any, Shlosman, Sz�ucs [64]. Ýòà òåîðåìà è òåîðåìà âàí Êàìïåíà-Ôëîðåñà
áûëè îáîáùåíû â ðàáîòàõ Âîëîâèêîâà [25, 65] äëÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ.
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Òåîðåìà 39 (B�ar�any, Shlosman, Sz�ucs, Âîëîâèêîâ, 1981�1996). Åñëè r � ñòåïåíü
ïðîñòîãî, òî ∆(d+1)(r−1) ∈ TT (r, d).

Òåîðåìà 40 (Sarkaria, Âîëîâèêîâ, 1991�1996). Åñëè r � ñòåïåíü ïðîñòîãî è äëÿ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r, k, d âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d(r − 1) ≤ rk,

òî ∆
r(k+2)−2
k ∈ TT (r, d).

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ïðîñòûõ r â ðàáîòå Sarkaria [66]. Â ðàáîòå Âî-
ëîâèêîâà [65] îíà äîêàçàíà äëÿ ñòåïåíåé ïðîñòîãî è â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå:
ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ íå òîëüêî â Rd, íî è â ïðîèçâîëüíîå d-ìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå (ñ íåêîòîðûì óñëîâèåì íà òðèâèàëüíîñòü îòîáðàæåíèÿ êîãîìîëîãèé). Êðîìå
òîãî, ñîâïàäåíèÿ èùóòñÿ íå òîëüêî â íàáîðàõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàíåé, íî
è äëÿ íàáîðîâ ãðàíåé, ó êîòîðûõ íèêàêèå j íå èìåþò îáùåé òî÷êè (ïðè íåêîòîðîì
ôèêñèðîâàííîì j).
Â ðàáîòå [67] (ñì. òàêæå [68]) áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé îñëàáëåííûé âàðèàíò öâåòíîé

òåîðåìû Òâåðáåðãà.

Òåîðåìà 41 (�Zivaljevi�c, Vre�cica, 1992). Ïóñòü K = [t]∗d+1, r � ñòåïåíü ïðîñòîãî è
t ≥ 2r − 1. Òîãäà K ∈ TT (r, d).

Íà ñàìîì äåëå â ðàáîòå [67] ýòîò ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ r,
íî ñ ó÷¼òîì ðåçóëüòàòîâ Âîëîâèêîâà [25] äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò è äëÿ ñòåïåíåé
ïðîñòîãî. Ýòî óòâåðæäåíèå ëþáîïûòíî òåì, ÷òî ïîêà íå ïðèäóìàíî äîêàçàòåëüñòâî
äàæå åãî ëèíåéíîãî àíàëîãà, íå èñïîëüçóþùåå òîïîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Èíà÷å
ãîâîðÿ, òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â ýòîé òåîðåìå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè.
Îãðàíè÷åíèå íà íàëè÷èå ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà â òîïîëîãè÷åñêèõ òåîðåìàõ òèïà

Òâåðáåðãà ïîêà íå óäàëîñü ñíÿòü, â ÷àñòíîñòè, ãèïîòåçà î òîì, ÷òî∆(d+1)(r−1) ∈ TT (r, d)
äëÿ r, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî, îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.
Êðàòêî ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì òèïà Òâåðáåðãà.

Îïðåäåëåíèå 29. Äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K íà âåðøèíàõ V âûðåçàííûì
r-êðàòíûì äæîéíîì íàçîâ¼ì êîìïëåêñ, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ðàâíî [r] × V , à
ìíîæåñòâî ñèìïëåêñîâ ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ

{1} × σ1 ∪ {2} × σ2 ∪ · · · ∪ {r} ∪ σr,

ãäå σ1, . . . , σr � íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñèìïëåêñîâ èç K. Âûðåçàííûé r-
êðàòíûé äæîéí îáîçíà÷àåòñÿ K∗r

∆ .

Àíàëîãè÷íî âìåñòî çàïðåòà ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé ñèìïëåêñîâ ìîæíî íàëîæèòü çà-
ïðåò íà ïåðåñå÷åíèÿ ïî k øòóê, òîãäà ïîëó÷èì k-âûðåçàííûé r-êðàòíûé äæîéí K∗r

∆(k).
Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü âûðåçàííûå ñòåïåíè è äæîéíû äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ.
Î÷åâèäíî, íà r-êðàòíûõ äæîéíàõ ïåðåñòàíîâêàìè êîïèé ìíîæåñòâà âåðøèí V äåé-

ñòâóåò ãðóïïà G = (Zp)
k (ïðè r = pk), íà âûðåçàííûõ äæîéíàõ ýòî äåéñòâèå íå èìååò
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íåïîäâèæíûõ ñèìïëåêñîâ. Â ñôîðìóëèðîâàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ K ∈ TT (r, d) áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ, åñëè íå ñóùåñòâóåò G-îòîáðàæåíèÿ K∗r

∆ → (Rd)∗r∆(r), ïðè÷¼ì ïîñëåäíåå

ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñôåðå (d+1)(r− 1)-ìåðíîãî G-ðàññëîåíèÿ
áåç òðèâèàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Òàêèì îáðàçîì ñâÿçü â âû÷èñëåíèåì êëàññà Ýéëåðà è
èíäåêñà G-äåéñòâèÿ î÷åâèäíà. Â öèòèðîâàííûõ ðåçóëüòàòàõ íåòðèâèàëüíîñòü êëàññà
Ýéëåðà óñòàíàâëèâàëàñü èñõîäÿ èç îöåíêè èíäåêñà (Zp)

k-ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç ñâÿçíîñòü
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
Â íåêîòîðûõ ïóáëèêàöèÿõ èñïîëüçóåòñÿ íå âûðåçàííûé r-êðàòíûé äæîéí ñèìïëèöè-

àëüíîãî êîìïëåêñà, à âûðåçàííîå r-êðàòíîå ïðîèçâåäåíèå, îïðåäåëÿåìîå àíàëîãè÷íî.
Íåñìîòðÿ íà äðóãóþ êîíñòðóêöèþ, òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðèâîäèò ê òåì æå ðåçóëüòà-
òàì.

4.5. Äâîéñòâåííûå òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òî÷êå è Òâåðáåðãà. Çàôèêñèðóåì
íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ýòîì ðàçäåëå
è â ðàçäåëå 5.

Îïðåäåëåíèå 30. Àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå Rd ðàçìåðíîñòè k áóäåì íàçûâàòü
k-ïëîñêîñòüþ, d− 1-ïëîñêîñòü áóäåì íàçûâàòü ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 31. Ìíîæåñòâî k-ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ äàííîå ìíîæåñòâî X ⊆
Rd, îáîçíà÷èì I(X, k).

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àâòîðà [69].

Òåîðåìà 42 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî F èç n ãèïåðïëîñêîñòåé
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî âñÿêèé ïðîõîäÿùèé ÷åðåç

íå¼ ëó÷ ïåðåñåêàåò êàê ìèíèìóì

⌊
n + d

d + 1

⌋
ãèïåðïëîñêîñòåé èç F .

Ïîä îáùèì ïîëîæåíèåì ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ëþ-
áûå d èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, à ëþáûå d + 1 íå èìåþò îáùåé òî÷êè. Â
ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòåé èç
ðàçäåëà 5.2.

Òåîðåìà 43 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè ãèïåðïëîñêîñòåé γ1
d çàäàíà àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ c êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Òîãäà íàé-
ä¼òñÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ëó÷à r ñ íà÷àëîì â x

µ(I(r, d− 1)) ≥ 1

d + 1
.

Îïðåäåëåíèå 32. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî d + 1 ãèïåðïëîñêîñòü h1, . . . , hd+1 îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ â Rd îáðàçóåò ñèìïëåêñ S, åñëè S ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà
òî÷åê {xi}, îïðåäåëÿåìûõ êàê

xi =
⋂
j 6=i

hj.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ãèïåðãðàíü S ëåæèò íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðïëîñêîñòè hi.
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Ãèïîòåçà 5 (Äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà). Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî èç (d +
1)n ãèïåðïëîñêîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà èõ ìîæíî ðàçáèòü íà íàáîðû èç d +
1 ãèïåðïëîñêîñòè òàê, ÷òî âñå ñèìïëåêñû, îáðàçîâàííûå íàáîðàìè, èìåþò îáùóþ
òî÷êó.

Â ðàáîòå àâòîðà [69] ýòà ãèïîòåçà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà äëÿ d = 2 è â ñëåäó-
þùåì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 44 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî èç (d+1)n ãèïåðïëîñêîñòåé
îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðè÷¼ì n = pk, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Òîãäà ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà n íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ èç d +

1 ãèïåðïëîñêîñòè òàê, ÷òî âñå ñèìïëåêñû, îáðàçîâàííûå íàáîðàìè, èìåþò îáùóþ
âíóòðåííþþ òî÷êó.

Òàêæå â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíà äâîéñòâåííàÿ âåðñèÿ öâåòíîé òåîðåìû Òâåðáåðãà.

Òåîðåìà 45 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî èç (d + 1)t ãèïåðïëîñêî-
ñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ãäå t ≥ 2r − 1, r = pk, p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïóñòü ýòè
ãèïåðïëîñêîñòè ðàçáèòû íà d + 1 ñåìåéñòâî (öâåò) ïî t ýëåìåíòîâ.
Òîãäà èç äàííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìîæíî âûáðàòü r íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ

èç d + 1 ãèïåðïëîñêîñòè òàê, ÷òî âñå ñèìïëåêñû, îáðàçîâàííûå íàáîðàìè, èìåþò
îáùóþ âíóòðåííþþ òî÷êó è êàæäûé íàáîð ðàçíîöâåòíûé, òî åñòü íå ñîäåðæèò
ïàðû îäíîöâåòíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî äâîéñòâåííîé òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òî÷êå îñíîâàíî íà ïðèìå-
íåíèè àíàëîãà òåîðåìû Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Äâîéñòâåííûå òåîðåìû òèïà
Òâåðáåðãà äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ â âèäå êëàññà Ýéëåðà.
Ïî ñóòè ïîñòðîåííîå ïðåïÿòñòâèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðåïÿòñòâèé èç
òîïîëîãè÷åñêîé (öâåòíîé) òåîðåìû Òâåðáåðãà è ïðåïÿòñòâèÿ èç òåîðåìû Áðàóýðà.
Òàêæå â ðàáîòå [69] äîêàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûå òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òðàíñâåð-

ñàëè (ñì. ðàçäåë 5.5).

4.6. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ âïèñàííûõ è îïèñàííûõ ôèãóð. Ïðèâåä¼ì
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè ôèãóð.

Îïðåäåëåíèå 33. Ìíîãîãðàííèê P ïîäîáíî (ãîìîòåòè÷íî, êîíãðóýíòíî, àôôèííî)
âïèñûâàåòñÿ â âûïóêëîå òåëî T , åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ (ãîìîòåòèÿ,
äâèæåíèå, àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå) ρ, äëÿ êîòîðîãî âñå âåðøèíû ρ(P ) ëåæàò íà ∂T .

Îïðåäåëåíèå 34. Ìíîãîãðàííèê P ïîäîáíî (ãîìîòåòè÷íî, êîíãðóýíòíî, àôôèííî)
îïèñûâàåòñÿ îêîëî âûïóêëîãî òåëà T , åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ (ãîìî-
òåòèÿ, äâèæåíèå, àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå) ρ, äëÿ êîòîðîãî ρ(P ) ⊇ T è T ïåðåñåêàåò
êàæäóþ ãèïåðãðàíü ρ(P ).

Â çàäà÷àõ íà âïèñûâàíèå ìíîãîãðàííèêà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ãëàäêèå òåëà, à â
çàäà÷àõ íà îïèñûâàíèå ìíîãîãðàííèêà � ñòðîãî âûïóêëûå. Áîëåå îáùèå æå ðåçóëüòà-
òû, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðè ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå íå óäà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âïèñàííûõ/îïèñàííûõ
ôèãóð íå ñòðåìèòñÿ ê âûðîæäåíèþ.
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Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Øíèðåëüìàíà, â êîòîðîé ïîêà íå èçâåñòíî,
âåðíà ëè îíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé çàìêíóòîé êðèâîé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
(æîðäàíîâîé êðèâîé). Åñëè æîðäàíîâà êðèâàÿ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî ïðåäåëüíûé ïå-
ðåõîä ïðîõîäèò, à â îáùåì ñëó÷àå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ìîæåò ïðèâåñòè ê âûðîæäåíèþ
âïèñàííîãî êâàäðàòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òåîðåìå Êàêóòàíè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðî-
õîäèò âñåãäà, òàê êàê êóá íå ìîæåò âûðîäèòüñÿ â òî÷êó èëè óñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íî
áîëüøîìó êóáó.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øíèðåëüìàíà èìååò ëþáîïûòíóþ èñòîðèþ. Ñîáñòâåííî

â ñòàòüå Øíèðåëüìàíà [16] äîêàçàòåëüñòâî áûëî â ïðèíöèïå íåâåðíûì. Â ðàáîòå
Guggenheimer [71] áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà èñïðàâèòü äîêàçàòåëüñòâî Øíèðåëüìàíà,
îäíàêî îñíîâíàÿ ëåììà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè âïèñàííîãî êâàäðàòà îò êðèâîé
ïðèíöèïèàëüíî íåâåðíà è ê íåé ñóùåñòâóþò ïðîñòûå êîíòðïðèìåðû. Òàêæå â óêàçàí-
íîé ñòàòüå Guggenheimer áûë ïðèâåä¼í ïëàí äîêàçàòåëüñòâà âïèñûâàåìîñòè ïðàâèëü-
íîãî êðîññïîëèòîïà â ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî, îäíàêî ýòîò ïëàí îïèðàëñÿ
íà îáîáùàåìîñòü îñíîâíîé ëåììû íà ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè d ≥ 3.
Â ðàáîòå Jerrard [72] áûëî ïðèâåäåíî â öåëîì ïðàâèëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Øíèðåëüìàíà, îäíàêî àâòîð îãðàíè÷èëñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ àíàëèòè÷åñêèõ êðè-
âûõ. Êðîìå òîãî, â ýòîé ðàáîòå áûëî ïðèâåäåíî óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì òåîðåìû 38 (î ãîìîòîïè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè), ýòî óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò,
÷òî íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè âïèñàííîãî êâàäðàòà îò êðèâîé íåò, îäíàêî èìååò ìåñòî
¾ãîìîòîïè÷åñêè íåïðåðûâíàÿ¿ çàâèñèìîñòü.
Â ðàáîòå Ïàêà [73] ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øíèðåëüìàíà äëÿ ñëó÷àÿ

ïðîñòûõ çàìêíóòûõ ëîìàíûõ. Êðîìå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øíèðåëüìàíà,
îñíîâàííîå íà ìåòîäå òåñòîâûõ ñå÷åíèé, èçâåñòíî Ìàêååâó. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ
ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øíèðåëüìàíà, îñíîâàííîå íà èäåÿõ Ìàêååâà è èç-
ëîæåííîå áîëåå ñòðîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåä¼ííîé âûøå òåðìèíîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Øíèðåëüìàíà. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îðèåíòèðîâàííóþ
ãëàäêóþ êðèâóþ C ∈ R2.
Îáîçíà÷èì X êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî íàáîðîâ èç 4 òî÷åê (p1, p2, p3, p4) íà

êðèâîé, òàêèõ ÷òî îíè çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå îáõîäà êðèâîé, ìåæäó òî÷êàìè âîç-
ìîæíû ñîâïàäåíèÿ. Îáîçíà÷èì Y ⊂ X ïðîñòðàíñòâî âûðîæäåííûõ êîíôèãóðàöèé, â
êîòîðûõ íåêîòîðûå òî÷êè ñîâïàäàþò.
Òåïåðü ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå f : X → R6, çàäàííîå ïîêîîðäèíàòíî êàê

x1 = |p2 − p1|, x2 = |p3 − p2|, x3 = |p4 − p3|, x4 = |p1 − p4|,
x5 = |p3 − p1|, x6 = |p4 − p2|

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L ∈ R6, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû (1, 1, 1, 1, 0, 0) è (0, 0, 0, 0, 1, 1)
è ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî V = R6/L. Îòîáðàæåíèå f ôàêòîðèçóåòñÿ äî
îòîáðàæåíèÿ g : X → V .
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Îòîáðàæåíèå g ïåðåñòàíîâî÷íî ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Z4. Äåéñòâèå Z4 íà X çàäà¼òñÿ
öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè òî÷åê pi, äåéñòâèå íà V çàäà¼òñÿ öèêëè÷åñêèìè ïåðå-
ñòàíîâêàìè êîîðäèíàò x1, . . . , x4 è ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò x5, x6 ôàêòîðãðóïïîé
Z4/Z2 = Z2. Òàêèì îáðàçîì, g ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñå÷åíèå Z4-ðàññëîåíèÿ. Ïî-
íÿòíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàëè÷èÿ âïèñàííîãî â C êâàäðàòà íàäî äîêàçàòü, ÷òî
g èìååò íóëü íà X \ Y .
Ïðÿìîå ïðèìåíåíèå êëàññà Ýéëåðà íåâîçìîæíî, òàê êàê ïîñòðîåííîå ñå÷åíèå g èìå-

åò íóëè íà Y , ñîîòâåòñòâóþùèå êîíôèãóðàöèÿì, â êîòîðûõ p1 = p2 = p3 = p4. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Xε ⊂ X, â êîòîðîì ðàññòîÿíèå (â ñìûñëå ïàðàìåòðà íà êðèâîé)
ìåæäó êàæäîé ïàðîé òî÷åê íå ìåíåå ε, è åãî ïîäïðîñòðàíñòâî Yε, â êîòîðîì ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó íåêîòîðûìè ïàðàìè ðàâíî ε. Èç ãëàäêîñòè êðèâîé C ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñå÷åíèå g íå èìååò íóëåé íà Yε. Èìååò ñìûñë îòíîñèòåëüíûé
êëàññ Ýéëåðà e(g) ∈ H4

Z4
(Xε, Yε, Z2).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè êðèâîé C, îñòàâëÿþùåé å¼ ãëàäêîé, ε
èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà ìîæíî âûáðàòü îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ êðèâûõ äåôîðìàöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äåôîðìàöèè ïîñòðîåííûé êëàññ Ýéëåðà íå èçìåíÿåòñÿ. Êðèâóþ
ìîæíî äåôîðìèðîâàòü, ñîõðàíÿÿ ãëàäêîñòü, â ýëëèïñ ñ ðàçíûìè ïîëóîñÿìè. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñå÷åíèå g â ýòîì ñëó÷àå èìååò ðîâíî îäèí íåâûðîæäåííûé íóëü íà
(Xε \ Yε)/Z4, ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 4 êëàññ Ýéëåðà e(g) íå íóëåâîé. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ãðîìîâà [70] ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òîïîëîãè÷åñêóþ òåõíèêó
â äîêàçàòåëüñòâå.

Òåîðåìà 46 (Ãðîìîâ, 1969). Ïóñòü ∆ ⊂ Rd � d-ìåðíûé ñèìïëåêñ, à êîìïàêò T ⊂ Rd

èìååò C1-ãëàäêóþ ãðàíèöó è íåíóëåâóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêà χ(T ) 6= 0. Òîãäà ∆
ïîëîæèòåëüíî ãîìîòåòè÷íî âïèñûâàåòñÿ â T .

Â äèññåðòàöèè Ìàêååâà [74] äîêàçàíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Øíèðåëüìàíà
äëÿ òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 47 (Ìàêååâ, 2003). Ïóñòü C � ïðàâèëüíûé îêòàýäð â R3, à T � ãëàäêîå
âûïóêëîå òåëî. Òîãäà C ïîäîáíî âïèñûâàåòñÿ â T .

Ãðþíáàóìîì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

Îïðåäåëåíèå 35. Äëÿ ìíîæåñòâà S ∈ Rd îáîçíà÷èì åãî ðàçíîñòíîå ìíîæåñòâî

S − S = {x− y : x, y ∈ S}.
Åñëè S � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî S − S � òîæå âûïóêëîå.

Ãèïîòåçà 6 (Ãðþíáàóì). Ïóñòü ∆ � ñèìïëåêñ â Rd, Q = ∆ − ∆ � ðàçíîñòíîå
ìíîæåñòâî ñèìïëåêñà, à T ⊂ Rd � ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî. Òîãäà Q àôôèííî âïèñû-
âàåòñÿ â T .

Â ðàáîòå Ìàêååâà [75] ýòà ãèïîòåçà äîêàçàíà äëÿ d = 3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî
íà ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàíñòâà âñåõ âîçìîæíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ρ, ïîñòðî-
åíèÿ íàä íèì ðàññëîåíèÿ, ñå÷åíèå êîòîðîãî äîëæíî îáðàòèòüñÿ â íóëü äëÿ ðåøåíèÿ
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çàäà÷è è âû÷èñëåíèè ýêâèâàðèàíòíîãî êëàññà Ýéëåðà ðàññëîåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåñòîâûõ
ñå÷åíèé. Ìàêååâûì òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû ñëó÷àè íåãëàäêèõ T .
Îòìåòèì ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè îá îïèñûâàíèè è ïðîáëåìîé (ãèïîòåçîé) Áîðñóêà.

Òåîðåìà 48 (Pal, Eggleston [76, 77], 1920�1958). Âñÿêèé êîìïàêò K ∈ Rd ìîæåò
áûòü âëîæåí â òåëî ïîñòîÿííîé øèðèíû, ðàâíîé äèàìåòðó K.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì ðåçóëüòàòîì, åñëè íåêîòîðûé ìíîãîãðàííèê P êîí-
ãðóýíòíî îïèñûâàåòñÿ âîêðóã âñÿêîãî âûïóêëîãî òåëà T ïîñòîÿííîé øèðèíû 1, òî äëÿ
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Áîðñóêà äîñòàòî÷íî ðàçáèòü P íà ÷àñòè äèàìåòðà, ìåíüøåãî 1. Â
òàêîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, òðåáóåòñÿ íå îïèñûâàåìîñòü â îïðåäåë¼ííîì âûøå ñìûñ-
ëå, à äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñÿêîå òåëî T ïîñòîÿííîé øèðèíû 1 ìîæíî áûëî äâèæåíèåì
ïîìåñòèòü â P .

Îïðåäåëåíèå 36. Ïóñòü P � âûïóêëîå òåëî â Rd. Åñëè äëÿ âñÿêîãî òåëà T ïîñòî-
ÿííîé øèðèíû 1 â Rd íàéä¼òñÿ äâèæåíèå ρ, òàêîå ÷òî ρ(P ) ⊇ T , òî P íàçûâàåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé ïîêðûøêîé.

Ñ ïîìîùüþ íàõîæäåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ ïîêðûøåê ìîæíî ïîëó÷àòü è êîíêðåòíûå
îöåíêè ñâåðõó íà äèàìåòð ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ â ïðîáëåìå Áîðñóêà.
Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðåçóëüòàò [76].

Òåîðåìà 49 (Pal, 1920). Ïóñòü P � ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê â R2, T ⊂ R2 �
ôèãóðà ïîñòîÿííîé øèðèíû. Òîãäà P ïîäîáíî îïèñûâàåòñÿ âîêðóã T .

Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå åñòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò [78].

Òåîðåìà 50 (Gale, 1953). Ïóñòü P � ïðàâèëüíûé îêòàýäð ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
ïðîòèâîïîëîæíûìè ãðàíÿìè 1, T � òåëî ïîñòîÿííîé øèðèíû 1 â R3. Òîãäà P êîí-
ãðóýíòíî îïèñûâàåòñÿ âîêðóã T .

Â ðàáîòå Ìàêååâà [75] èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè óíèâåðñàëüíûõ ïîêðûøåê
è áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà, îáîáùàþùàÿ ðåçóëüòàò Ïàëà.

Ãèïîòåçà 7 (Ìàêååâ, 1995). Ïóñòü D � ìíîãîãðàííèê, äâîéñòâåííûé â Rd ê ðàç-
íîñòíîìó ìíîæåñòâó ïðàâèëüíîãî ñèìïëåêñà, T ⊂ Rd � òåëî ïîñòîÿííîé øèðèíû.
Òîãäà D ïîäîáíî îïèñûâàåòñÿ âîêðóã T .

Â ðàáîòå Ìàêååâà [79] (è íåçàâèñèìî â ðàáîòå Kuperberg [80]) ýòà ãèïîòåçà áûëî
äîêàçàíà äëÿ d = 3, à òàêæå äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 51 (Ìàêååâ, 1997). Ïóñòü D � ìíîãîãðàííèê, äâîéñòâåííûé â R3 ê ðàç-
íîñòíîìó ìíîæåñòâó ïðàâèëüíîãî ñèìïëåêñà, T � ñòðîãî âûïóêëîå òåëî. Òîãäà D
àôôèííî îïèñûâàåòñÿ âîêðóã T .

Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû 7 äëÿ d = 3 ïîçâîëèëî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óñèëåíèå ãèïî-
òåçû Áîðñóêà â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå: âñÿêîå ìíîæåñòâî äèàìåòðà 1 â R3 ìîæíî ðàçáèòü
íà 4 ÷àñòè äèàìåòðà íå áîëåå 0.98. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ðåçóëüòàòîì äëÿ R3 íà
òåêóùèé ìîìåíò.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 51 ôàêòè÷åñêè îñíîâàíî íà âû÷èñëåíèè êëàññà Ýéëåðà.
×òî êàñàåòñÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, â ðàáîòå [80] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ d ≥ 4 êëàññ
Ýéëåðà â ãèïîòåçå 7 íóëåâîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîñòîãî òîïîëîãè÷åñêîãî äîêàçàòåëü-
ñòâà ãèïîòåçû 7 äëÿ d ≥ 4 íåò.
Â ðàáîòå àâòîðà [81] òåîðåìà Ìàêååâà î âïèñûâàíèè îêòàýäðà îáîáùàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 37. Ïóñòü (e1, . . . , ed) � íåêîòîðûé áàçèñ â Rd. Êðîññïîëèòîïîì â Rd

íàçîâåì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê

e1,−e1, e2,−e2, . . . , ed,−ed

è âñå åå îáðàçû ïðè äâèæåíèÿõ. Åñëè áàçèñ îðòîãîíàëüíûé è äëèíû âñåõ âåêòîðîâ
áàçèñà ðàâíû, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðîññïîëèòîï ïðàâèëüíûé.

Òåîðåìà 52 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ⊂ Rd � îáðàç ãëàäêîãî âëîæåíèÿ
Sd−1, d = pk � ñòåïåíü ïðîñòîãî, C � ïðàâèëüíûé êðîññïîëèòîï â Rd. Òîãäà C
ïîäîáíî âïèñûâàåòñÿ â H.

Â ðàáîòå [81] äîêàçûâàåòñÿ âàðèàíò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, êîãäà êðîññïîëèòîï C íå
ïðàâèëüíûé, íî èìååò (Zp)

k-ñèììåòðèþ, êðîìå òîãî, òàì æå ðàññìàòðèâàëèñü íåêî-
òîðûå îñëàáëåíèÿ óñëîâèÿ ãëàäêîñòè (â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî òåëà) â ýòîé
òåîðåìå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îòíîñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà â

ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèÿõ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò êëàññ Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìûì ïðîèçâåäåíèåì êëàññà Ýéëåðà òåîðåìû Áðàóýðà è êëàññà Ýéëåðà èç äîêàçàòåëü-
ñòâà Âîëîâèêîâûì ãèïîòåçû Êíàñòåðà äëÿ (Zp)

k-äåéñòâèÿ.
Ìíîæåñòâî áîëåå ñïåöèàëüíûõ òåîðåì î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè ìîæíî íàéòè â

äèññåðòàöèè Ìàêååâà [74], â êîòîðîé òàêæå äåòàëüíî èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà îò ¾õîðîøèõ¿ òåë ê ïðîèçâîëüíûì è âûðîæäåíèÿ âïèñàííûõ/îïèñàííûõ
ìíîãîãðàííèêîâ.

4.7. Áèëüÿðäû â âûïóêëûõ òåëàõ.

Îïðåäåëåíèå 38. Ïåðèîäè÷åñêàÿ áèëüÿðäíàÿ òðàåêòîðèÿ â ãëàäêîì âûïóêëîì òåëå
T ∈ Rd � ýòî çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ P ⊂ T , âñå âåðøèíû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå
T è â êàæäîé âåðøèíå íàïðàâëåíèå ëîìàíîé ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó óïðóãîãî îòðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 39. Ïóñòü P � ïåðèîäè÷åñêàÿ áèëüÿðäíàÿ òðàåêòîðèÿ. Êîëè÷åñòâî
âåðøèí P îáîçíà÷èì n(P ).

ßñíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò íàáîðàì âåðøèí
(x1, x2, . . . , xn), èíäåêñû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî ìîäóëþ n. Â íàáîðå âåðøèí íàäî
çàïðåòèòü ñîâïàäåíèÿ xi = xi+1.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàéòè îöåíêè ñíèçó íà êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ

áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé P ñ äàííûì n(P ) â d-ìåðíîì ãëàäêîì âûïóêëîì òåëå T . Ïîä
¾ðàçíûìè òðàåêòîðèÿìè¿ ïîäðàçóìåâàþòñÿ îðáèòû ãðóïïû äèýäðà Dn, êîòîðàÿ åñòå-
ñòâåííî äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ òðàåêòîðèé.



30 Ð.Í. ÊÀÐÀÑ�Â

Ïåðâûå îöåíêè ñíèçó íàéäåíû â ðàáîòå [82] â ñëó÷àå d = 2.

Òåîðåìà 53 (Birkhoff, 1927). Â äâóìåðíîé ãëàäêîé âûïóêëîé ôèãóðå íàéä¼òñÿ íå
ìåíåå ϕ(n) ðàçíûõ áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé ñ n(P ) = n.

Çäåñü ϕ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Â ñëó÷àå n(P ) = 2 è ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d â ðàáîòå Kuiper [83] íàéäåíà

îöåíêà ñíèçó, ðàâíàÿ d. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ýëëèïñîèäà ñ ðàçíûìè îñÿìè, ýòà
îöåíêà òî÷íà.
Ñëó÷àé d = 3 áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå Áàáåíêî [84], íî ïîçæå â íåé áûëà îáíàðó-

æåíà îøèáêà, íà ÷òî óêàçàíî â ðàáîòàõ Ôàðáåðà è Òàáà÷íèêîâà [85, 86].
Â ðàáîòàõ Ôàðáåðà è Òàáà÷íèêîâà [85, 86] áûëè íàéäåíû îöåíêè ñíèçó äëÿ ðàçíûõ

ñëó÷àåâ.

Òåîðåìà 54 (Ôàðáåð, Òàáà÷íèêîâ, 1999�2000). Ïóñòü T ⊂ Rd � ãëàäêîå âûïóêëîå
òåëî, d ≥ 4, à n � íå÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà â T íàéä¼òñÿ íå ìåíåå

blog2(n− 1)c+ d− 1

ðàçíûõ áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé P ñ n(P ) = n.
Åñëè n ïðîñòîå, à d ÷¼òíîå, òî ðàçíûõ òðàåêòîðèé íå ìåíåå n. Åñëè n ïðîñòîå,

à d íå÷¼òíîå, òî ðàçíûõ òðàåêòîðèé íå ìåíåå
n + 1

2
.

Â ðàáîòå àâòîðà [35] äëÿ ïðîñòûõ n îöåíêè óñèëåíû.

Òåîðåìà 55 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü T ⊂ Rd � ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî, d ≥ 3, à n �
ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà â T íàéä¼òñÿ íå ìåíåå (d − 2)(n − 1) + 2 ðàçíûõ áèëüÿðäíûõ
òðàåêòîðèé P ñ n(P ) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, êàê è ðåçóëüòàòû [85, 86], îñíîâàíî íà ñâåäåíèè çàäà-
÷è ê íàõîæäåíèþ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè äëèíû ëîìàíîé, äàëåå äåëàåòñÿ îöåíêà
êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà ÷åðåç ñòðîåíèå êîãîìîëîãèé. Ïðè ýòîì â îòëè-
÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò, íàõîäèòñÿ Zp-èíäåêñ (p = n) êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è äåëàåòñÿ îöåíêà ýêâèâàðèàíòíîé êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà ÷åðåç
èíäåêñ ïî òåîðåìå 26.

4.8. Äåëåíèå ìåð íà ðàâíûå ÷àñòè è ÷àñòè çàäàííîé ìåðû. Â ýòîì ðàçäåëå
áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷è äåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð â
Rd íà ðàâíûå ÷àñòè èëè ÷àñòè çàäàííîé ìåðû ïðè ïîìîùè ðàçáèåíèé Rd ñïåöèàëüíîãî
âèäà.
Â ðàçäåëå 2.4 óæå ôîðìóëèðîâàëàñü òåîðåìà î áóòåðáðîäå, â ðàáîòå Ãðþíáàóìà [87]

áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î ðàçðåçàíèè îäíîé ìåðû íà ðàâíûå ÷àñòè íåñêîëüêèìè ãè-
ïåðïëîñêîñòÿìè, êîòîðàÿ â áîëåå îáùåì âèäå ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå Ramos [88].

Çàäà÷à 1 (Ãðþíáàóì, Ramos, 1960�1996). Íàéòè ìèíèìàëüíîå d, îáëàäàþùåå ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâîì: äëÿ âñÿêîãî íàáîðà èç j àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð â Rd íàéäóòñÿ k ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçáèâàþùèõ êàæäóþ èç ýòèõ ìåð íà 2k ðàâ-
íûõ ÷àñòåé. Ìèíèìàëüíîå òàêîå d îáîçíà÷èì ∆(j, k).
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Òåîðåìà î áóòåðáðîäå òîãäà ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà òàê: ∆(d, 1) = d. Â
ñëó÷àå äåëåíèÿ îäíîé ìåðû ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ∆(1, d) = d, ýòî óòâåðæäåíèå áûëî
äîêàçàíî äëÿ d = 3 â ðàáîòå Õàäâèãåðà [89], îäíàêî â ðàáîòå Avis [90] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïðè d ≥ 5 ∆(1, d) > d. Ãèïîòåçà ∆(1, 4) = 4 ïîêà îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Àâòîðîì
áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà (íå îïóáëèêîâàíî) äîêàçàòü ýòó ãèïîòåçó âû÷èñëåíèåì ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ýêâèâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà. Ê ñîæàëåíèþ, êëàññ
Ýéëåðà îêàçàëñÿ íóëåâûì.
Îöåíêà ñíèçó ïîëó÷åíà ðàññìîòðåíèåì ìåðû, ñîñðåäîòî÷åííîé íà êðèâîé ìîìåíòîâ,

òî åñòü ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé êðèâîé

(t, t2, . . . , td) ∈ Rd, t ∈ R.

Ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé ñ êðèâîé ìîìåíòîâ � ýòî ïðîèçâîëüíûå íàáîðû èç d+1
òî÷êè íà ýòîé êðèâîé è òîëüêî îíè. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé â ðàáîòå Ramos [88] áûëà

óñòàíîâëåíà îöåíêà ñíèçó ∆(j, k) ≥ j 2k−1
k
.

Òàêæå â ðàáîòå [88] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òðèâèàëüíàÿ îöåíêà ñâåðõó ∆(j, k) ≤
j2k−1 è, ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ, äîêàçàíû íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå
îöåíêè ñâåðõó, îáùèå ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ ìû íå ïðèâîäèì, òàê êàê îíè ãðîìîçäêè
è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé.
Â ðàáîòå [91] ñ ïîìîùüþ áîëåå òîíêîé òåõíèêè äîêàçûâàþòñÿ íîâûå îöåíêè ñâåðõó

íà ÷èñëà ∆(j, k). Îáùèå ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà òàêæå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè è òðå-
áóþò ââåäåíèÿ íåñêîëüêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé, ïðèâåä¼ì ëèøü íåêîòîðûå
÷àñòíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 56 (Mani-Levitska, Vre�cica, �Zivaljevi�c, 2006).

∆(2m+1 − 1, 2) = 3 · 2m − 1, ∆(2m + r, k) ≤ 2k+m−1 + r.

Ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ êàê ìåòîäîì òå-
ñòîâûõ ñå÷åíèé, òàê è ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ âû÷èñëåíèé â (Z2)

k-ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìî-
ëîãèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 40. Ñèñòåìó èç k ðàçëè÷íûõ ïîëîâèíîê ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd, èìåþ-
ùèõ îáùèì êðàåì ïëîñêîñòü êîðàçìåðíîñòè 2, íàçîâ¼ì íåâûðîæäåííûì k-ïðîïåëëåðîì.
Îáùåïðèíÿòîå àíãëîÿçû÷íîå îáîçíà÷åíèå k-fan.
Íàçîâ¼ì k-ïðîïåëëåð ïðàâèëüíûì, åñëè îí ðàçáèâàåò Rd íà êîíãðóýíòíûå ÷àñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè íåïðàâèëüíûõ k-ïðîïåëëåðîâ îäíà èç ÷àñòåé ðàç-
áèåíèÿ ìîæåò áûòü íåâûïóêëîé. Òàêæå â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ íà ðàçáèåíèå ìåðû òðå-
áóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü âûðîæäåííûå ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 41. Âûðîæäåííûì k-ïðîïåëëåðîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà èç k ïàðàëëåëü-
íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà [92].

Òåîðåìà 57 (Ìàêååâ, 1994). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2d−1 ≥ m(p−1) è p > 2
� ïðîñòîå ÷èñëî, òî
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1) Äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç m + 1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìåðû â Rd íàéä¼òñÿ (âîç-
ìîæíî, íåïðàâèëüíûé èëè âûðîæäåííûé) p-ïðîïåëëåð, ðàçáèâàþùèé êàæäóþ ìåðó
íà ðàâíûå ÷àñòè.
2) Äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç m àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ìåð â Rd íàéä¼òñÿ ïðàâèëüíûé

p-ïðîïåëëåð, ðàçáèâàþùèé êàæäóþ ìåðó íà ðàâíûå ÷àñòè.

Ïóíêò 2 ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ èç ïóíêòà 1, åñëè îäíó èç ìåð âçÿòü ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåë¼ííîé íà ñôåðå ðàäèóñà R è óñòðåìèòü R ê áåñêîíå÷íîñòè. Ìàêååâûì [93]
òàêæå ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î ðàçáèåíèè ìåðû ïðîïåëëåðîì íà ¾ïî÷òè ðàâíûå¿ ÷àñòè.

Òåîðåìà 58 (Ìàêååâ, 1996). Äëÿ âñÿêîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìåðû µ íà R2 íàé-
ä¼òñÿ ïðàâèëüíûé 5-ïðîïåëëåð, äåëÿùèé ïëîñêîñòü íà ÷àñòè C1, C2, C3, C4, C5, äëÿ
êîòîðûõ

µ(C1) = µ(C2) = µ(C3) = µ(C4) ≥ µ(C5).

Ðàçáèåíèå ìåð ïðîïåëëåðîì ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçáèåíèå îðòîãîíàëü-
íûõ ïðîåêöèé ýòèõ ìåð íà íåêîòîðîå äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Â ïîèñêå àíàëîãè÷íûõ
óòâåðæäåíèé äëÿ ïðîåêöèè íà Rk ïðè k > 2 â ðàáîòå Vre�cica è �Zivaljevi�c [94] áûëà
ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

Îïðåäåëåíèå 42. Ïóñòü ñèìïëåêñ S ∈ Rk ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ íà÷àëî êîîðäè-
íàò. Òîãäà íàáîð èç êîíè÷åñêèõ îáîëî÷åê åãî ãèïåðãðàíåé C1, . . . , Ck+1 íàçûâàåòñÿ
ïðîñòûì êîíè÷åñêèì ðàçáèåíèåì. Åñëè ñèìïëåêñ S ïðàâèëüíûé è íà÷àëî êîîðäèíàò
ñîâïàäàåò ñ åãî öåíòðîì, òî ïðîñòîå êîíè÷åñêîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì.
Ñäâèã ïðîñòîãî êîíè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ íà âåêòîð c áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì êîíè÷å-
ñêèì ðàçáèåíèåì ñ öåíòðîì c. Ñîîòâåòñòâóþùèé òåðìèí èç ðàáîòû [95] � ¾(regular)
radial dissection¿.

Ãèïîòåçà 8 (Vre�cica, �Zivaljevi�c, 1992). Ïóñòü â Rd äàíû k+1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ1, . . . ,mk+1. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè π :
Rd → L íà d−k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâóåò ïðîñòîå êîíè÷åñêîå ðàçáèåíèå
L íà ÷àñòè C1, . . . , Cd−k+1 ñ íåêîòîðûì öåíòðîì c ∈ L, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ [k+1],
j ∈ [d− k + 1]

µi(π
−1(Cj)) =

1

d− k + 1
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå k = 1 ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 64 (ñì. äàëåå), â ñëó÷àå
k = d − 2 îí ñëåäóåò èç òåîðåìû 57, â ñëó÷àå k = d − 1 � ýòî ïðîñòî òåîðåìà î
áóòåðáðîäå.
Â ðàáîòå Alon [96] (ñì. òàêæå ðàáîòó Vu�ci�c, �Zivaljevi�c [97]) áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò î äåëåíèè íåñêîëüêèõ ìåð íà îòðåçêå íà ðàâíûå ÷àñòè.

Òåîðåìà 59 (Alon, 1987). Ïóñòü íà îòðåçêå I çàäàíû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ìåðû
µ1, . . . ,mun. Äëÿ öåëîãî ÷èñëà r ≥ 2 ïîëîæèì N = (n + 1)(r − 1). Òîãäà I ìîæíî
ðàçáèòü íà N + 1 îòðåçîê I1, . . . , IN+1, ñåìåéñòâî F = {Ii}i∈[N+1] ìîæíî ðàçáèòü íà
r ïîäñåìåéñòâ F1, . . . ,Fr òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈ [n], j ∈ [r]

µi(
⋃
Fj) =

1

r
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåò òî æå ïðåïÿòñòâèå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî
òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìû Òâåðáåðãà. Íî â ýòîé òåîðåìå ÷èñëî r íå îáÿçàíî áûòü ïðî-
ñòûì, òàê êàê èç ñëó÷àåâ äëÿ r = r1 è r = r2 íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ ñëó÷àé
r = r1r2.
Â ðàáîòå de Longueville, �Zivaljevi�c [98] ýòî óòâåðæäåíèå îáîáùåíî íà ñëó÷àé ðàçáè-

åíèÿ íåñêîëüêèõ ìåð íà d-ìåðíîì êóáå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 60 (de Longueville, �Zivaljevi�c, 2008). Ïóñòü n, d, k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è
k ≥ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êóáå Id çàäàíû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå âåðîÿòíîñòíûå
ìåðû µ1, . . . , µn. Ðàññìîòðèì íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m1, . . . ,md òàêîé, ÷òî m1 +
m2 + · · ·+ md = n(k − 1).
Òîãäà íàéä¼òñÿ íàáîð H èç n(k − 1) ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd, ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè. Äëÿ ëþáîãî i ∈ [d] ðîâíî mi ãèïåðïëîñêîñòåé èç H ïåðïåíäèêóëÿðíû i-
é îñè êîîðäèíàò, ñåìåéñòâî H äà¼ò ðàçáèåíèå Id íà ñåìåéñòâî ïàðàëëåëåïèïåäîâ
P. Ñåìåéñòâî P ìîæíî ðàçáèòü íà k ïîäñåìåéñòâ P1, . . . ,Pk òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ
i ∈ [n], j ∈ [k]

µi(
⋃
Pj) =

1

k
.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ðàçáèåíèè ìåðû êîíóñàìè íà ðàâíûå ÷àñòè ïðè d = 3
áûëî äîêàçàíî Ìàêååâûì [99], ïðèâåä¼ííàÿ çäåñü ôîðìóëèðîâêà ïîëó÷åíà àâòîðîì.

Òåîðåìà 61 (Ìàêååâ, Êàðàñ¼â, 1988�2008). Ïóñòü G = (Zp)
k, d = pk, p � ïðîñòîå

÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G äåéñòâóåò íà Rd îðòîãîíàëüíî òðàíçèòèâíûìè ïåðå-
ñòàíîâêàìè âåêòîðîâ íåêîòîðîãî áàçèñà. Ïóñòü çàìêíóòûé êîíóñ C ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò òàêîâ, ÷òî ñåìåéñòâî {±g(C)}g∈G äà¼ò ðàçáèåíèå Rd, à åãî ïîä-
ñåìåéñòâî {g(C)}g∈G èìååò åäèíñòâåííûé îáùèé ëó÷.
Òîãäà äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rd íàéä¼òñÿ

òàêîå íå ìåíÿþùåå îðèåíòàöèþ äâèæåíèå ρ, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G

µ(ρ(g(C))) = µ(ρ(−g(C)) =
1

2d
.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ òîò æå êëàññ Ýéëåðà, ÷òî è â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 52.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ðàçðåçàíèè ìåð íà ÷àñòè çàäàííîé âåëè÷èíû. Íà÷í¼ì

ñ çàäà÷è î ðàçáèåíèè îäíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Çàäà÷à 2. Äëÿ çàäàííûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ìåð µ1, . . . , µd â Rd è ÷èñåë (α1, . . . , αd) ∈
[0, 1]d íàéòè ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊂ Rd òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ [d]

µi(H) = αi.

Ïðè αi = 1/2 ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î áóòåðáðî-
äå. Â ðàáîòå B�ar�any, Hubard, Jer�onimo [100] èçó÷àëàñü ýòà çàäà÷à è å¼ îáîáùåíèå, â
êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ d + 1 ìåðà è âìåñòî ïîëóïðîñòðàíñòâà òðåáîâàëîñü íàéòè
øàð ñ òåì æå ñâîéñòâîì. Ïî ñóòè, çàäà÷à äëÿ øàðà ñâîäèòñÿ ê ïðèâåä¼ííîé âûøå
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ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ f : Rd → Rd+1, äåéñòâóþùåãî ïî ôîðìóëå (x1, . . . , xd) 7→
(x1, . . . , xd, x

2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
d).

Ðàññìîòðåíèå ìåð, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ íà êîíöåíòðè÷åñêèõ øàðàõ ïîêàçû-
âàåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå (áåç îãðàíè÷åíèé íà ìåðû) çàäà÷à 2 ìîæåò èìåòü ðåøåíèå
òîëüêî ïðè αi = 1/2. ×òî êàñàåòñÿ îãðàíè÷åíèé íà ìåðû, òî â ðàáîòå [100] óñòàíîâëåí
ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé, â êîòîðîì çàäà÷à 2 äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 43. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà C1, C2, . . . , Ck â Rd âïîëíå îòäåëèìû, åñëè
ëþáîé íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé xi ∈ Ci ÿâëÿåòñÿ àôôèííî íåçàâèñèìûì. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðè ýòîì k ≤ d + 1.

Òåîðåìà 62 (B�ar�any, Hubard, Jer�onimo, 2008). Åñëè âûïóêëûå îáîëî÷êè íîñèòåëåé
ìåð µi âïîëíå îòäåëèìû, òî çàäà÷à 2 ðåøàåòñÿ ïðè ëþáûõ (α1, . . . , αd) ∈ [0, 1]d.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ d + 1-é ìåðû è îòðåçàíèÿ ÷àñòè ìåð øà-
ðîì (ñì. [100]). Â ðàáîòå àâòîðà [101] óñëîâèå íà âïîëíå îòäåëèìîñòü áûëî îñëàáëåíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 44. Ïàðó èç íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ñ êîìïàêòíûì íîñè-
òåëåì µ è ÷èñëà ε ∈ [0, 1/2) áóäåì íàçûâàòü ìåðîé ñ äîïóñêîì. Äëÿ êðàòêîñòè ïðè
ðàññìîòðåíèè íåñêîëüêèõ ìåð µi äîïóñê êàæäîé áóäåì îáîçíà÷àòü ε(µi).

Îïðåäåëåíèå 45. Ïóñòü â Rd äàíà ìåðà ñ äîïóñêîì µ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèïåð-
ïëîñêîñòü h ïåðåñåêàåò (ñ äîïóñêîì) ìåðó µ, åñëè h äåëèò Rd íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà
H1 è H2 è

µ(H1), µ(H2) ≥ ε(µ).

Ãèïåðïëîñêîñòè â Rd ïàðàìåòðèçóþòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γ1
d

íàä ãðàññìàíèàíîì G1
d = RP d−1 (ñì. ðàçäåë 5.2).

Îïðåäåëåíèå 46. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî èç d ìåð ñ äîïóñêîì {µi}d
i=1 â Rd. Îáîçíà-

÷èì çà X ⊆ γ1
d ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ ñ äîïóñêîì âñå ýòè ìåðû

è ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ p : X → G1
d. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî

ìåð ñ äîïóñêîì {µi}d
i=1 ïëîñêîå, åñëè îòîáðàæåíèå p ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç îòîáðàæåíèå

óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ π : Sd−1 → G1
d, òî åñòü p = π ◦ p̃.

Òåîðåìà 63 (Êàðàñ¼â, 2008). Ðàññìîòðèì ïëîñêîå ñåìåéñòâî ìåð ñ äîïóñêîì {µi}d
i=1

â Rd è ÷èñëà {αi} òàêèå, ÷òî ëèáî αi = ε(µi), ëèáî αi = 1 − ε(µi). Â òàêîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊂ Rd òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ [d]

µi(H) = αi.

Äëÿ ïðîñòûõ êîíè÷åñêèõ ðàçáèåíèé Vre�cica è �Zivaljevi�c [95] ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò î ðàçáèåíèè íà ÷àñòè çàäàííîé âåëè÷èíû.

Òåîðåìà 64 (Vre�cica, �Zivaljevi�c, 2001). Ïóñòü C1, . . . , Cd+1 � ïðîñòîå êîíè÷åñêîå ðàç-
áèåíèå Rd. Òîãäà äëÿ âñÿêîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rd è
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íàáîðà ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {αi}i∈[d+1] ñ åäèíè÷íîé ñóììîé íàéä¼ò-
ñÿ òàêîé âåêòîð c ∈ Rd, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ [d + 1]

µ(Ci + c) = αi.

Â ðàáîòå àâòîðà [102] áûë äîêàçàí àíàëîã ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ äåëåíèÿ ìåðû íà
êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, áîëüøåå d + 1.

Òåîðåìà 65 (Êàðàñ¼â, 2005). Ïóñòü P � ìíîãîãðàííèê â Rd, à {Fi}i∈[m] � íàáîð åãî
ãèïåðãðàíåé. Ïðåäïîëîæèì, àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ ñîñðåäî-
òî÷åíà íà P .
Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {αi}i∈[m] ñ åäèíè÷íîé ñóììîé íàé-

ä¼òñÿ ðàçáèåíèå P íà âûïóêëûå ìíîæåñòâà {Ai}i∈[m], äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì i ∈ [m]

Ai ∩ bd P = Fi µ(Ai) = αi.

Alon [96] ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà 9 (Alon, 1987). Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n è âåùåñòâåííîãî α ∈ (0, 1)
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N(α, n), îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.
Åñëè íà îòðåçêå I çàäàíû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ìåðû µ1, . . . , µn, òî íàéä¼òñÿ

ïîäìíîæåñòâî X ⊆ I, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì N(α, n) îòðåçêîâ, äëÿ
êîòîðîãî ïðè ëþáîì i ∈ [n]

µi(X) = α.

Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ α ýòà ãèïîòåçà ñëåäóåò èç ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðå-
ìû 59, äëÿ èððàöèîíàëüíûõ α îíà îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.

4.9. Òîïîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê òåîðåìàì òèïà Õåëëè. Ñëåäóÿ îáçîðó Eckhoff [103],
ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà ê òåîðåìàì òèïà Õåëëè.

Îïðåäåëåíèå 47. Äëÿ ñåìåéñòâà F ïîäìíîæåñòâ Rd íåðâîì ñåìåéñòâà F íàçîâ¼ì
ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ N(F) íà âåðøèíàõ F , ñèìïëåêñàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
íàáîðû σ ⊆ F , èìåþùèå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ñåìåé-
ñòâà ïîäìíîæåñòâ è êîíå÷íûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ñâÿ-
çè íåðâà ñ ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [104].

Òåîðåìà 66 (Ëåðå, 1945). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà F îòêðû-
òûå èëè âñå çàìêíóòûå. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïîäñåìåéñòâà G ⊆ F
ïåðåñå÷åíèå

⋂
G ëèáî ïóñòî, ëèáî ãîìîòîïè÷åñêè òðèâèàëüíî. Òîãäà

⋃
G ñëàáî ãî-

ìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî íåðâó N(F).

Îïðåäåëåíèå 48. Ñåìåéñòâà, äëÿ êîòîðûõ âåðíà òåîðåìà Ëåðå, íàçîâ¼ì ïðàâèëüíû-
ìè.

ßñíî, ÷òî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû Ëåðå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ [105].
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Çàäà÷à 3 (Wegner, 1975). Êàê îõàðàêòåðèçîâàòü òå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåðâàìè ñåìåéñòâ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rd?

Íàçîâ¼ì òàêèå êîìïëåêñû d-ðåàëèçóåìûìè. Èç òåîðåìû Ëåðå ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåä-
ñòâèå.

Òåîðåìà 67. Åñëè êîìïëåêñ K ÿâëÿåòñÿ d-ðåàëèçóåìûì, òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
åãî âåðøèí W èíäóöèðîâàííûé ïîäêîìïëåêñ K[W ] èìååò ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåð-
íîñòü íå áîëåå d− 1, èíà÷å ãîâîðÿ H̃ i(K[W ], Z) = 0 ïðè i ≥ d.

Â ñâÿçè ñ ýòîé òåîðåìîé óìåñòíî ñäåëàòü îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 49. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K è ÷èñëî d ≥ 1. Åñëè
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà åãî âåðøèí W èíäóöèðîâàííûé ïîäêîìïëåêñ K[W ] èìååò ãî-
ìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü íå áîëåå d− 1, òî êîìïëåêñ K íàçîâ¼ì d-ìåðíûì ïî Ëåðå
êîìïëåêñîì. Îáùåïðèíÿòîå àíãëîÿçû÷íîå îáîçíà÷åíèå ¾d-Leray complex¿.

Â ðàáîòå Wegner [106] áûë ïðèâåäåí ïðèìåð 2-ìåðíîãî ïî Ëåðå êîìïëåêñà, êîòî-
ðûé íå ÿâëÿåòñÿ 2-ðåàëèçóåìûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò ñìûñë èñêàòü áîëåå òî÷íûå
õàðàêòåðèçàöèè d-ðåàëèçóåìûõ êîìïëåêñîâ.

Îïðåäåëåíèå 50. Ýëåìåíòàðíûì d-ñêëàäûâàíèåì êîìïëåêñà íàçîâ¼ì óäàëåíèå íåêî-
òîðîãî ñèìïëåêñà σ, ðàçìåðíîñòè íå áîëåå d − 1, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåí-
íîì ìàêñèìàëüíîì ñèìïëåêñå, âìåñòå ñ σ óäàëÿþòñÿ âñå ñîäåðæàùèå åãî ñèìïëåê-
ñû. Êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ d-ñêëàäíûì, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ d-
ñêëàäûâàíèé ìîæíî ïðåâðàòèòü êîìïëåêñ â ïóñòîé. Îáùåïðèíÿòûå àíãëîÿçû÷íûå
òåðìèíû ¾d-collapse¿ è ¾d-collapsible¿.

Òåîðåìà 68 (Wegner [105], 1975). Âñÿêèé d-ðåàëèçóåìûé êîìïëåêñ d-ñêëàäíîé.

Ñâîéñòâî d-ñêëàäíîñòè âëå÷¼ò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû Õåëëè, öâåòíîé òåîðåìû
Õåëëè, äðîáíîé òåîðåìû Õåëëè (ñì. íèæå), òåîðåìû Õàäâèãåðà-Äåáðóííåðà (ñì. íè-
æå) è ò.ï. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 68.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 68. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïóê-
ëûå ìíîæåñòâà â ñåìåéñòâå F ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî âûïóêëûìè êîìïàêòàìè, ïðè÷¼ì èõ
ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè â Rd.
Â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêèå d + 1 ãðàíèöû íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Åñëè â ñåìåéñòâå íå áîëåå d ýëåìåíòîâ, òî íåðâ d-ñêëàäíîé ïî îïðåäåëåíèþ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêóþ-òî ëèíåéíóþ ôóíêöèþ l : Rd → R è ïîëîæèì

l0 = max
G⊆F ,

⋂
G6=∅

min
x∈

⋂
G
l(x).

Ïóñòü çíà÷åíèå l0 äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî G â òî÷êå x0. Èç îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿñíî,
÷òî x0 ëåæèò íà ãðàíèöàõ íå áîëåå d ìíîæåñòâ, òîãäà ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäñåìåéñòâó
è ñ÷èòàòü, ÷òî |G| ≤ d è ∀C ∈ G x0 ∈ ∂C.
Ïîäñåìåéñòâî G ñ òî÷êîé x0 ïðè çàäàííîì óðîâíå l0 âîîáùå ìîæåò âûáèðàòüñÿ íåîä-

íîçíà÷íî. Íî ãðàíèöû ìíîæåñòâ F íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ïîýòîìó ìîæíî
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èçíà÷àëüíî âûáðàòü òàêóþ ôóíêöèþ l, ÷òî ïîäñåìåéñòâî G áóäåò âûáèðàòüñÿ îäíî-
çíà÷íî.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî C ∈ F \ G ïåðåñå÷åíèå C ∩

⋂
G íå ïóñòî, òî

C 3 x0. Ñëåäîâàòåëüíî ãðàíü G íåðâà N(F) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ
ãðàíü, ñîîòâåòñòâóþùóþ òåì ìíîæåñòâàì, êîòîðûå ñîäåðæàò x0.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè âçÿòü äîñòàòî÷íî ìàëîå ε è ðàññìîòðåòü ïîëóïðîñòðàíñòâî

H = {x ∈ Rd : l(x) ≤ l0 − ε}, òî çàìåíà ñåìåéñòâà F íà ñåìåéñòâî

F ′ = {F ∩H : F ∈ F}
ïðèâîäèò èìåííî ê ñêëàäûâàíèþ ñèìïëåêñà G. Äàëåå ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. �

Èçâåñòíî, ÷òî óæå ïðè d = 2 ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð d-ìåðíîãî ïî Ëåðå êîìïëåêñà,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ d-ñêëàäíûì. Òàêæå â îáçîðå [103] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòðîãîé
d-ñêëàäíîñòè, êîòîðîå òàêæå ñëåäóåò èç d-ðåàëèçóåìîñòè.
Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå òåîðåìû òèïà Õåëëè äëÿ ñåìåéñòâ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 69 (Äðîáíàÿ òåîðåìà Õåëëè, Katchalski, Liu [107], 1979). Äëÿ âñÿêîãî β > 0
íàéä¼òñÿ òàêîå α > 0, ÷òî åñëè â êîíå÷íîì ñåìåéñòâå âûïóêëûõ êîìïàêòîâ F â
Rd ñ |F| = n íàéä¼òñÿ íå ìåíåå β

(
n

d+1

)
ïîäñåìåéñòâ èç d + 1 ìíîæåñòâà ñ îáùåé

òî÷êîé, òî íàéä¼òñÿ ïîäñåìåéñòâî G ⊆ F òàêîå, ÷òî

|G| ≥ αn,
⋂
G 6= ∅.

Â ðàáîòå [107] òàêæå ïðèâåäåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ çàâèñèìîñòè α(β, d).

Îïðåäåëåíèå 51. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ F èìååò òî÷å÷íóþ n-
òðàíñâåðñàëü, åñëè ñóùåñòâóåò n ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî T , ïåðåñåêàþùåå âñå ìíî-
æåñòâà ñåìåéñòâà F . Ìèíèìàëüíûé ðàçìåð òðàíñâåðñàëè F îáîçíà÷àåòñÿ τ(F), åãî
àíãëîÿçû÷íîå íàçâàíèå ¾piercing number¿.

Îïðåäåëåíèå 52. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ F âûïîëíÿåòñÿ (p, q)-
ñâîéñòâî, åñëè |F| ≥ p è â ëþáîì ïîäñåìåéñòâå G èç p ýëåìåíòîâ íàéä¼òñÿ ïîäñåìåéñòâî
H èç q ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðîãî

⋂
H 6= ∅.

Òåîðåìà 70 (Õàäâèãåð, Äåáðóííåð [108], 1957). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ≥ q ≥ d + 1
è p(d − 1) < (q − 1)d. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ñåìåéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ F â Rd èç
(p, q)-ñâîéñòâà ñëåäóåò τ(F) ≤ p− q + 1.

Òåîðåìà 71 (Alon, Kleitman [109], 1992). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ≥ q ≥ d + 1. Òîãäà
íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî t(p, q, d), ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñåìåéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ F
â Rd èç (p, q)-ñâîéñòâà ñëåäóåò τ(F) ≤ c(p, q, d).

Î÷åâèäíî, ÷òî â òåîðåìå Õåëëè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà d-ìåðíîñòè ïî Ëå-
ðå äëÿ íåðâà ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íàñêîëüêî
â òåîðåìàõ òèïà Õåëëè òðåáóåòñÿ d-ðåàëèçóåìîñòü íåðâà, d-ñêëàäíîñòü íåðâà èëè äî-
ñòàòî÷íî d-ìåðíîñòè ïî Ëåðå. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè.
Â ðàáîòå Alon, Kalai, Matou�sek, Meshulam [110] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ äðîá-

íîé òåîðåìû Õåëëè è òåîðåìû 71 äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà d-ìåðíîñòè ïî Ëåðå
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äëÿ íåðâà ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Â ðàáîòå Kalai, Meshulam [111] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ öâåòíîé òåîðåìû Õåëëè äîñòàòî÷íî òîãî æå ñâîéñòâà. Òî åñòü ôàêòè÷åñêè
óêàçàííûå òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ â Rd.

4.10. Àíàëîãè òåîðåìû Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî-Ìàçóðêåâè÷à. Ñôîðìóëèðó-
åì îáîáùåíèå òåîðåìû ÊÊÌ î ïîêðûòèÿõ ñèìïëåêñà, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê öâåòíîé âàðèàíò òåîðåìû ÊÊÌ, àíàëîãè÷íî öâåòíîìó âàðèàíòó òåîðåìû Õåëëè.
×àñòíûé ñëó÷àé (m = n, a(x) ≡ 1) äîêàçàí â ðàáîòå [112], ïðèâåä¼ííàÿ çäåñü ôîðìó-
ëèðîâêà äîêàçàíà àâòîðîì â [113].

Òåîðåìà 72 (Bapat, Êàðàñ¼â, 1989�2006). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X èç n òî÷åê
â Rd è ìíîæåñòâî èíäåêñîâ [m], ãäå m ≥ n. Ïóñòü A(x, j), ãäå x ∈ X, j ∈ [m] �
ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â Rd, äëÿ êîòîðîãî

∀j ∈ [m] ∀Y ⊆ X conv Y ⊆
⋃
x∈Y

A(x, j).

Ïóñòü êàæäîìó x ∈ X ñîïîñòàâëåíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî a(x) òàê, ÷òî
∑

x∈X a(x) =
m. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ σ : [m] → X, ÷òî

∀x ∈ X |σ−1(x)| = a(x) è
m⋂

j=1

A(σ(j), j) 6= ∅.

Îáîáùåíèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ àíàëîã òåîðåìû ÊÊÌ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñèì-
ïëåêñîâ, äîêàçàííûé â [114] (ñì. òàêæå [115]) äëÿ ñëó÷àÿ m = n, ai ≡ 1, ïðèâîäèìûé
çäåñü â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå, ïîëó÷åííîé àâòîðîì.

Òåîðåìà 73 (Tardos, Êàðàñ¼â, 1995�2008). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñèì-
ïëåêñîâ ∆n−1 × ∆m−1 (m ≥ n) ïîêðûòî ñåìåéñòâîì èç mn çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
Aij (i ∈ [n], j ∈ [m]), ïðè÷¼ì êàæäîå Aij íå ïåðåñåêàåò ∂i∆

n−1×∆m−1 è íå ïåðåñåêàåò
∆n−1 × ∂j∆

m−1. Âîçüì¼ì íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, . . . an, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà m.
Òîãäà íàéä¼òñÿ îòîáðàæåíèå σ : [m] → [n], äëÿ êîòîðîãî

∀i ∈ [n] |σ−1(i)| = ai,

m⋂
j=1

Aσ(j)j 6= ∅.

Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ëåììó, êîòîðàÿ
ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî îñòîâàì êîìïëåêñà.

Ëåììà 5. Ïóñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : ∆d → ∆d îòîáðàæàåò êàæäóþ
ãðàíü ∆d â ñåáÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå f ∗ : Hd(∆d, ∂∆d) → Hd(∆d, ∂∆d) òîæäåñòâåííî
è ñàìî îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 73. Ñíà÷àëà îò ìíîæåñòâ Aij ïåðåéä¼ì ê ôóíêöèÿì χij :
∆n−1 × ∆m−1 → R, êîòîðûå ðàâíû 1 íà Aij è îáðàùàþòñÿ â íóëü â íåêîòîðîé ε-
îêðåñòíîñòè Aij.
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Òàê êàê ìíîæåñòâà Aij ïîêðûâàþò ∆n−1 ×∆m−1, òî ìîæíî ïåðåéòè ê íîðìèðîâàí-
íûì ôóíêöèÿì

φij(x) =
χij(x)∑
k,l χkl(x)

.

Äàëåå ðàññìîòðèì ôóíêöèè

fi(x) =
m∑

j=1

φij(x) gj(x) =
n∑

i=1

φij(x).

Îáà íàáîðà äàþò îòîáðàæåíèÿ f : ∆n−1 → ∆n−1 (ïðè ôèêñèðîâàííîì âëîæåíèè∆n−1×
{y} → ∆n−1×∆m−1) è g : ∆m−1 → ∆m−1 (ïðè ôèêñèðîâàííîì âëîæåíèè {x}×∆m−1 →
∆n−1 × ∆m−1), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ëåììû 5. Òîãäà
ïî ëåììå 5 îòîáðàæåíèÿ

f ∗ : H∗(∆n−1, ∂∆n−1) → H∗(∆n−1 ×∆m−1, ∂∆n−1 ×∆m−1)

è
g∗ : H∗(∆m−1, ∂∆m−1) → H∗(∆n−1 ×∆m−1, ∆n−1 × ∂∆m−1)

òîæäåñòâåííû. Ïî ñâîéñòâó ×-ïðîèçâåäåíèÿ êîãîìîëîãèé îòîáðàæåíèå (f × g)∗ òîæ-
äåñòâåííî íà Hn+m−2(∆n−1 ×∆m−1, ∂(∆n−1 ×∆m−1)).
Çíà÷èò f × g ñþðúåêòèâíî è íàéä¼òñÿ òî÷êà x, äëÿ êîòîðîé

∀i ∈ [n] fi(x) =
ai

m
∀j ∈ [m] gj(x) =

1

m
.

Âîçâðàùàÿñü ê ìàòðèöå φij(x) âèäèì, ÷òî ó íå¼ ñóììû ïî ñòðîêàì ðàâíû ai/m, à
ïî ñòîëáöàì 1/m. Çíà÷èò ïî ëåììå Õîëëà î ïàðîñî÷åòàíèÿõ íàéä¼òñÿ îòîáðàæåíèå
σ : [m] → [n], äëÿ êîòîðîãî

∀i ∈ [n] |σ−1(i)| = ai, ∀j ∈ [m] φσ(j)j(x) 6= 0.

Äàëåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ε → 0. �
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5. Ïëîñêèå òðàíñâåðñàëè è òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèé Ãðàññìàíà

5.1. Òåîðåìû òèïà Õåëëè äëÿ ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé. Â êîìáèíàòîðíîé ãåî-
ìåòðèè òåîðåìàìè òèïà Õåëëè íàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðûõ äëÿ ïðîâåðêè
íåêîòîðîãî ñâîéñòâà ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ íóæíî ïðîâåðèòü ýòî (èëè èíîå) ñâîéñòâî â
êàæäîì ïîäñåìåéñòâå îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé ðàçìåðà. Â ñàìîé
òåîðåìå Õåëëè ñâîéñòâî èìåòü îáùóþ òî÷êó íóæíî ïðîâåðèòü äëÿ âñåõ ïîäñåìåéñòâ
ðàçìåðà íå áîëåå d + 1.

Îïðåäåëåíèå 53. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Rd. k-ïëîñêîñòü L íàçûâàåòñÿ
ïëîñêîé k-òðàíñâåðñàëüþ ñåìåéñòâà F , åñëè äëÿ ëþáîãî C ∈ F ïåðåñå÷åíèå C∩L 6= ∅.
Àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí ¾common transversal¿.

Äàëåå ïëîñêèå òðàíñâåðñàëè áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî òðàíñâåðñàëÿìè, åñëè ýòî íå
âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé. Óæå â ñëó÷àå k = 1 (ëèíåéíûå òðàíñâåðñàëè) íà ïëîñêîñòè
íå ñóùåñòâóåò àíàëîãà òåîðåìû Õåëëè äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñâåðñàëè.

Ïðèìåð 1. Âïèøåì â êðóã ðàäèóñà 1 ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê â âåðøèíàìè {pi}i∈[2n].

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ðàâíûõ êðóãîâ Bi ñ ðàäèóñàìè
1 + cos π

n

2
ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ

pi. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáûå 2n−1 êðóãà ñåìåéñòâà ìîæíî ïåðåñå÷ü ïðÿìîé, íî âñå
ïåðåñå÷ü íåëüçÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàëè÷èÿ ëèíåéíîé òðàíñâåðñàëè íà ïëîñêîñòè
êîíñòàíòû Õåëëè íå ñóùåñòâóåò.

Òåì íå ìåíåå, íà ïëîñêîñòè åñòü íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè.

Òåîðåìà 74 (Õàäâèãåð [116], 1957). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî F èç íå ìåíåå ÷åì òð¼õ
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â R2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ìîæíî
ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òî âñÿêèå òðè ìíîæåñòâà ìîæíî ïåðåñå÷ü ïðÿìîé â
ïîðÿäêå, ñîâïàäàþùèì ñ ââåä¼ííûì ïîðÿäêîì íà F . Òîãäà F èìååò ëèíåéíóþ òðàíñ-
âåðñàëü.

Òåîðåìà 75 (Katchalski, Lewis [117], 1980). Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà k, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
òðàíñëÿòîâ îäíîãî è òîãî æå âûïóêëîãî êîìïàêòà C ∈ R2, â êîòîðîì êàæäûå òðè
è ìåíåå ìíîæåñòâ èìåþò ëèíåéíóþ òðàíñâåðñàëü. Òîãäà èç F ìîæíî âûáðîñèòü
íå áîëåå k ìíîæåñòâ òàê, ÷òî îñòàâøèåñÿ áóäóò èìåòü ëèíåéíóþ òðàíñâåðñàëü.

Òåîðåìà 76 (Òâåðáåðã [118], 1989). Ñåìåéñòâî F èç íå ìåíåå 5 ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ òðàíñëÿòîâ îäíîãî è òîãî æå âûïóêëîãî êîìïàêòà C ∈ R2 èìååò ëèíåéíóþ
òðàíñâåðñàëü, åñëè ëèíåéíóþ òðàíñâåðñàëü èìååò êàæäîå ïîäñåìåéñòâî G ⊆ F , äëÿ
êîòîðîãî |G| = 5.

Òàêæå ñäåëàíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ëèíåéíûõ òðàíñâåðñàëåé ñåìåéñòâ ðàâ-
íûõ øàðîâ â Rd. Îäèí èç íèõ ïðèâåä¼í íèæå.

Òåîðåìà 77 (Holmsen, Katchalski, Lewis, Cheong, Goaoc, Petitjean [119, 120], 2003�2008).
Ñåìåéñòâî F èç íå ìåíåå 4d − 1 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ åäèíè÷íûõ øàðîâ â Rd
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èìååò ëèíåéíóþ òðàíñâåðñàëü, åñëè ëèíåéíóþ òðàíñâåðñàëü èìååò êàæäîå ïîäñå-
ìåéñòâî G ⊆ F , äëÿ êîòîðîãî |G| = 4d− 1.

Â ðàáîòå Holmsen, Matou�sek [121] ïîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òåîðåìû òèïà Õåë-
ëè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîé òðàíñâåðñàëè ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
òðàíñëÿòîâ îäíîãî è òîãî æå êîìïàêòà â R3, ÷òî îïðîâåðãàåò ãèïîòåçó èç ðàáîòû
Aronov, Goodman, Pollack, Wenger [122]. Äëÿ òðàíñâåðñàëåé áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ñè-
òóàöèÿ åù¼ ñëîæíåå. Âî-ïåðâûõ ÿñíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òåîðåìû òèïà Õåëëè
äëÿ k-ïëîñêîñòåé íàäî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íîãî
îòñóòñòâèþ ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé â ñëó÷àå ëèíåéíûõ òðàíñâåðñàëåé.

Îïðåäåëåíèå 54. Ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rd íàçîâ¼ì k-îòäåëèìûì, åñëè
ëþáîå åãî ïîäñåìåéñòâî èç íå áîëåå ÷åì k + 2 ìíîæåñòâ âïîëíå îòäåëèìî (ñì. îïðåäå-
ëåíèå 43).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì 0-îòäåëèìîñòü � ýòî îòñóòñòâèå ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåîðåìû òèïà Õåëëè äëÿ k-
òðàíñâåðñàëåé íåîáõîäèìî òðåáîâàòü k−1-îòäåëèìîñòü. Â ðàáîòå Goodman, Pollack [123]
äîêàçàíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Õàäâèãåðà î ëèíåéíîé òðàíñâåðñàëè.

Òåîðåìà 78 (Goodman, Pollack, 1988). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ d− 2-îòäåëèìîãî ñå-
ìåéñòâà âûïóêëûõ êîìïàêòîâ F â Rd íàéä¼òñÿ îðèåíòèðîâàííûé ìàòðîèä ðàíãà d
íà ìíîæåñòâå F , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî. Ëþáîå ïîäñåìåé-
ñòâî G ⊆ F èç d + 1 ìíîæåñòâ èìååò ãèïåðïëîñêóþ òðàíñâåðñàëü h, è ïåðåñå÷åíèÿ
{C∩h}C∈G ðàñïîëîæåíû â h ñîãëàñîâàííî ñ ìàòðîèäîì. Òîãäà F èìååò ãèïåðïëîñêóþ
òðàíñâåðñàëü.

Â ðàáîòå [122] ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé òåîðåìû áûë óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà 79 (Aronov, Goodman, Pollack, Wenger, 2000). Äëÿ ëþáîãî d è ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî N(d, ε), îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ïðåäïîëîæèì, ñåìåéñòâî
F èç íå ìåíåå N(d, ε) âûïóêëûõ êîìïàêòîâ äèàìåòðà ≤ 1 â Rd òàêîâî, ÷òî ñåìåé-
ñòâî ε-îêðåñòíîñòåé ìíîæåñòâ èç F ÿâëÿåòñÿ d−2-îòäåëèìûì. Òîãäà äëÿ íàëè÷èÿ
ãèïåðïëîñêîé òðàíñâåðñàëè F äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íàëè÷èå ãèïåðïëîñêîé òðàíñ-
âåðñàëè âñåõ ïîäñåìåéñòâ G ⊆ F ðàçìåðà íå áîëåå 2d− 2.

Òàì æå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà, ÷òî ïðîñòî 1-îòäåëèìîñòü äîñòàòî÷íà äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ òåîðåìû òèïà Õåëëè äëÿ 2-òðàíñâåðñàëåé ñåìåéñòâ ðàâíûõ øàðîâ â
R3. Îäíàêî, â ðàáîòå Holmsen [124] áûë ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð ê ýòîé ãèïîòåçå.
Ïðèâåä¼ííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òåîðåì

òèïà Õåëëè äëÿ ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé ñàì ïî ñåáå äîâîëüíî ñëîæåí. ×àñòî ìîæíî
ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò î k-òðàíñâåðñàëÿõ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà äîïîë-
íèòåëüíóþ d− k-ïëîñêîñòü. Òèïè÷íûé ïðèìåð äà¼ò òåîðåìà Õîðíà è Êëè [125, 126].

Òåîðåìà 80 (Õîðí, Êëè, 1949�1951). Äëÿ íàòóðàëüíûõ 1 ≤ k ≤ d è ñåìåéñòâà F
âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rd, ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:



42 Ð.Í. ÊÀÐÀÑ�Â

1) Êàæäûå ≤ k ìíîæåñòâ èç F èìåþò îáùóþ òî÷êó;
2) Êàæäàÿ ïëîñêîñòü êîðàçìåðíîñòè k − 1 â Rd èìååò òðàíñëÿò, ïåðåñåêàþùèé

âñå ìíîæåñòâà F ;
3) Êàæäàÿ ïëîñêîñòü êîðàçìåðíîñòè k â Rd ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè êîðàçìåð-

íîñòè k − 1, ïåðåñåêàþùåé âñå ìíîæåñòâà F .
5.2. Òîïîëîãèÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìàíà.
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì î ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëÿõ íóæ-
íî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïàðàìåòðèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ k-ïëîñêîñòåé.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âñåõ k-ïëîñêîñòåé â Rd. Êàæäîé òàêîé ïëîñêîñòè α ìîæ-

íî ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåííîå îðòîãîíàëüíîå åé d−k-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
g(α) ⊂ Rd è åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ α ∩ g(α). Òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî
k-ìåðíûõ àôôèííûõ ïëîñêîñòåé îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì γd−k

d êàíîíè÷åñêî-
ãî ðàññëîåíèÿ íàä âåùåñòâåííûì ãðàññìàíèàíîì Gd−k

d . Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü
ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòåé íàäåë¼ííûì òîïîëîãèåé γd−k

d .
Åñëè íàì íóæíî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî îðèåíòèðîâàííûõ k-ïëîñêîñòåé, òî îíî

åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì γd−1
d

+
êàíîíè÷åñêîãî ðàññëî-

åíèÿ íàä îðèåíòèðîâàííûì ãðàññìàíèàíîì Gd−k
d

+
.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î êëàññå Ýéëåðà êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ äëÿ p = 2 äîêàçàíà
â ðàáîòå Äîëüíèêîâà [127], ñëó÷àé îäíîâðåìåííî íå÷¼òíûõ p è d äîêàçàí â ðàáîòå
�Zivaljevi�c [128], ïðèâåä¼ííàÿ çäåñü ôîðìóëèðîâêà ïîëó÷åíà àâòîðîì â [129].

Òåîðåìà 81 (Äîëüíèêîâ, �Zivaljevi�c, Êàðàñ¼â, 1987�2007). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñ-

ëî, γ = γd−k
d (γd−k

d

+
ïðè p > 2). Äëÿ êëàññà Ýéëåðà e(γ) ïî ìîäóëþ p âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå

e(γ)k 6= 0 ∈ Hd(d−k)(Gd−k
d , Zp)

(
Hd(d−k)(Gd−k

d

+
, Zp) ïðè p > 2

)
,

åñëè p = 2 èëè d− k ÷¼òíî.

Â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè γd−k
d → Gd−k

d äåéñòâóåò Z2 îòîáðàæåíèåì x 7→ −x â êàæ-
äîì ñëîå. Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ íåîáõîäèìî çíàòü Z2-èíäåêñ ïðîñòðàíñòâà ñôåð
S(γd−k

d ) ýòîãî ðàññëîåíèÿ [101].

Òåîðåìà 82 (Êàðàñ¼â, 2008). indZ2
S(γd−k

d ) = d− 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îðèåíòèðîâàííûé ãðàññìàíèàí Gk
d
+
. Íà íåì Z2 äåéñòâóåò ñìåíîé

îðèåíòàöèè. Çàìåòèì, ÷òî âçÿòèå îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ äà¼ò êàíîíè÷åñêèé èçî-

ìîðôèçì Gk
d
+ ∼ Gd−k

d

+
, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ îïåðàöèåé çàìåíû îðèåíòàöèè. Ïîýòîìó

äëÿ âû÷èñëåíèÿ Z2-èíäåêñà îðèåíòèðîâàííîãî ãðàññìàíèàíà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé 2k ≤ d. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñóììèðóåò ñâåäåíèÿ îá èíäåêñå îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàññìàíèàíà èç ðàáîò [130, 131].

Òåîðåìà 83 (Hiller, 1980). Ïóñòü 2k ≤ d è 2s � ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè 2s ≥ d.

1) Åñëè k = 1, òî ind G1
d
+

= ind Sd−1 = d− 1;

2) Åñëè k = 2, òî ind Gk
d
+

= 2s − 2;
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3) Åñëè k > 2, òî ïðè d = 2k = 2s 2s−1 ≤ ind Gk
d
+ ≤ 2s − 1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

2s − 2 ≤ ind Gk
d
+ ≤ 2s − 1.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ind Gk
d
+ ≥ d − k è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè k = 1 èëè

k = 2 è d = 2s.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ãðàññìàíèàíå ïðèìåíÿåòñÿ â ñòàòüå Ãðîìîâà [132].

Òåîðåìà 84 (Ãðîìîâ, 1967). Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûé èëè êîìïëåêñíûé ãðàññìà-
íèàí Gk

d è êàíîíè÷åñêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå γk
d → Gk

d. Òîãäà ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà
ýòîãî ðàññëîåíèÿ íå ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàíà ê ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïå O(k) (U(k)
â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå), åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) d ≥ 2k äëÿ êîìïëåêñíîãî ãðàññìàíèàíà;
2) k íå÷¼òíî è d ≥ 3k − 2 äëÿ âåùåñòâåííîãî ãðàññìàíèàíà;
3) k ÷¼òíî è d ≥ 3k − 4 äëÿ âåùåñòâåííîãî ãðàññìàíèàíà.
Êðîìå òîãî, ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà ðàññëîåíèÿ íå ðåäóöèðóåòñÿ ê ïîäãðóïïå, äåé-

ñòâóþùåé íåòðàíçèòèâíî íà k−1-ìåðíîé ñôåðå (2k−1-ìåðíîé ñôåðå â êîìïëåêñíîì
ñëó÷àå) ïðè ÷¼òíûõ k.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ðàáîòå [132] äîêàçàíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè
ãèïîòåçû Áàíàõà.

Ãèïîòåçà 10 (Áàíàõ). Ïóñòü 1 < k < n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó n-ìåðíîãî áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà B (âåùåñòâåííîãî èëè êîìïëåêñíîãî) âñå k-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
èçîìîðôíû êàê áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî B åâêëèäîâî.

5.3. Òåîðåìà Äîëüíèêîâà è äðóãèå òåîðåìû òèïà Õåëëè î ïëîñêèõ òðàíñ-
âåðñàëÿõ. Âàæíûì ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 81 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [127].

Îïðåäåëåíèå 55. Ìíîæåñòâî X ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ l-âûïóêëûì, åñëè åãî ïðîåêöèÿ íà
ëþáîå l-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn âûïóêëà.

Òåîðåìà 85 (Äîëüíèêîâ, 1987). Ðàññìîòðèì â Rd ñåìåéñòâà F0, . . . ,Fk d−k-âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîì ñåìåéñòâå ëþáûå d−k+1 èëè ìåíåå ìíî-
æåñòâ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Òîãäà ñåìåéñòâî

⋃k
i=0Fi èìååò k-òðàíñâåðñàëü.

Â ðàáîòå Makai, Vre�cica, �Zivaljevi�c [133] ïðèâîäèòñÿ åù¼ îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû 81.

Îïðåäåëåíèå 56. Íàçîâ¼ì k-ïëîñêîñòü L ìàêñèìàëüíîé k-òðàíñâåðñàëüþ âûïóêëî-
ãî êîìïàêòà K, åñëè

mesk L ∩K = max
L′‖L

mesk L′ ∩K.

Çäåñü mesk � íîðìàëèçîâàííàÿ ìåðà íà k-ìåðíîé ïëîñêîñòè L èëè L′. Ìàêñèìàëüíàÿ
1-òðàíñâåðñàëü íàçûâàåòñÿ àôôèííûì äèàìåòðîì.

Òåîðåìà 86 (Makai, Vre�cica, �Zivaljevi�c, 2001). Äëÿ âñÿêîãî ñåìåéñòâà K0, . . . , Kk èç
k + 1-ãî âûïóêëîãî êîìïàêòà â Rd íàéä¼òñÿ k-ïëîñêîñòü L, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé òðàíñâåðñàëüþ äëÿ âñåõ Ki.
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Â ðàáîòå [133] ïðèâîäÿòñÿ è äðóãèå ñëåäñòâèå òåîðåìû 81, â ÷àñòíîñòè, õàðàêòå-
ðèçóþùèå ìíîæåñòâî îáùèõ ìàêñèìàëüíûõ k-òðàíñâåðñàëåé äëÿ ñåìåéñòâà èç l ≤ k
âûïóêëûõ êîìïàêòîâ.
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû àâòîðà èç [101], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òåî-

ðåìàìè òèïà Õåëëè äëÿ ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áëèçêà ê òåî-
ðåìå Äîëüíèêîâà è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà-Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà äëÿ ñôåðû.

Òåîðåìà 87 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü â Rd äàíû d + 1 ñåìåéñòâî 1-âûïóêëûõ êîìïàê-
òîâ {Fi}i∈[d+1]. Ïóñòü â êàæäîì ñåìåéñòâå ëþáûå äâà êîìïàêòà ïåðåñåêàþòñÿ.
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
1) ñåìåéñòâî

⋃
i∈[d+1]Fi èìååò d− 1-òðàíñâåðñàëü;

2) äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ [d + 1] íà äâà ìíîæåñòâà I1 è I2

íàéä¼òñÿ òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü h è íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé Ci ∈ Fi (i ∈ [d + 1]),
÷òî ìíîæåñòâà {Ci}i∈I1 ëåæàò ñ îäíîé ñòîðîíû îò h, à {Ci}i∈I2 ëåæàò ñ äðóãîé
ñòîðîíû îò íå¼.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 83.

Òåîðåìà 88 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü 0 < k < d è â Rd äàíî d − k + 1 ñåìåéñòâî
{Fi}i∈[d−k+1] âûïóêëûõ êîìïàêòîâ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíà-
òèâ:
1) Íàéä¼òñÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé Ki ∈ Fi, òàêàÿ ÷òî

⋂
i∈[d−k+1] Ki = ∅;

2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå k + 1 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ èìåþò k − 1-
òðàíñâåðñàëü.
3) Íàéä¼òñÿ ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ k-ïëîñêîñòåé {αi}i∈[d−k+1], òàêîå ÷òî äëÿ

âñåõ i ∈ [d− k + 1] αi ÿâëÿåòñÿ k-òðàíñâåðñàëüþ Fi.
Ïðè÷¼ì òðåòüÿ àëüòåðíàòèâà âîçìîæíà òîëüêî åñëè 2k ≤ d, k = 1 èëè k = 2 è

d = 2l.

Â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ñåìåéñòâ íåâåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ d, óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû 88 ìîæíî óòî÷íèòü.

Òåîðåìà 89 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü d = 2k + 1 ≥ 3 è â Rd äàíî 2 ñåìåéñòâà F1,F2

âûïóêëûõ êîìïàêòîâ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
1) Íàéä¼òñÿ äâà ïðåäñòàâèòåëÿ K1 ∈ F1, K2 ∈ F2, äëÿ êîòîðûõ K1 ∩K2 = ∅;
2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå k + 2 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ èìåþò k-

òðàíñâåðñàëü.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 88, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ òåîðå-
ìû 83 îá èíäåêñå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàññìàíèàíà.

Òåîðåìà 90 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü k > 2, 2k < d + 2 è â Rd äàíî k ñåìåéñòâ
F1, . . . ,Fk âûïóêëûõ êîìïàêòîâ. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî m ≤ d− k + 1 âûïîëíÿåòñÿ

2dlog2 de ≥ k2dlog2(d−m)e + 2.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
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1) Íàéä¼òñÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé K1 ∈ F1, . . . , Kk ∈ Fk, äëÿ êîòîðûõ
⋂k

i=1 Ki =
∅;
2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå m + 1 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ èìåþò m− 1-

òðàíñâåðñàëü.

5.4. Òåîðåìà îá îáùåé íåïîäâèæíîé òî÷êå ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé. Ñôîð-
ìóëèðóåì îáîáùåíèå òåîðåìû Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå èç ðàáîòû àâòîðà [69], â
êîòîðîì ôèãóðèðóþò íåñêîëüêî ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà øàðîâ âåêòîð-
íîãî ðàññëîåíèÿ.

Òåîðåìà 91 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå πV : V → X è ÷èñëî
k ≥ 0, ïðè÷¼ì äëÿ êëàññà Ýéëåðà âûïîëíÿåòñÿ e(V )k 6= 0. Ïóñòü äàíû k+1 ïîñëîéíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà øàðîâ fi : B(V ) → B(V ) (i = 1, . . . , k + 1).
Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ B(V ), äëÿ êîòîðîé

x = f1(x) = . . . = fk+1(x).

5.5. Òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òî÷êå è Òâåðáåðãà äëÿ òðàíñâåðñàëåé. Â ðàáîòàõ
Zivaljevi�c, Vre�cica, Äîëüíèêîâà [134, 135, 136] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î òðàíñ-
âåðñàëÿõ, îáîáùàþùàÿ îäíîâðåìåííî òåîðåìó î öåíòðàëüíîé òî÷êå (k = 0) è òåîðåìó
î áóòåðáðîäå (k = d− 1).

Òåîðåìà 92 (Zivaljevi�c, Vre�cica, Äîëüíèêîâ, 1990�1992). Ïóñòü íà Rd çàäàíà k + 1
àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ0, . . . , µk. Òîãäà íàéä¼òñÿ k-ïëîñêîñòü
L ∈ Rd òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà H ⊇ L è âñÿêîãî i = 0, . . . , k

µi(H) ≥ 1

d− k + 1
.

Â ðàáîòå àâòîðà [69] áûë ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 91 äîêàçàí äâîéñòâåííûé âàðèàíò
ýòîé òåîðåìû (ñì. îáîçíà÷åíèå I(M, k) â ðàçäåëå 4.5, îïðåäåëåíèå 31).

Òåîðåìà 93 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü íà ìíîæåñòâå γd−k
d çàäàíî d − k àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1, . . . , µd−k ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè. Òîãäà
íàéä¼òñÿ d − k − 1-ïëîñêîñòü L òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé d − k-ïîëóïëîñêîñòè M ñ
êðàåì L è ëþáîãî i = 1, . . . , d− k

µi(I(M, k)) ≥ 1

k + 2
.

Â 1989 ãîäó íà Ñèìïîçèóìå ïî êîìáèíàòîðèêå è ãåîìåòðèè â Ñòîêãîëüìå Òâåðáåðã
ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó, êîòîðàÿ îáîáùàåò òåîðåìó 92 â òîì æå äóõå,
êàê òåîðåìà Òâåðáåðãà îáîáùàåò òåîðåìó î öåíòðàëüíîé òî÷êå.

Ãèïîòåçà 11. Âîçüì¼ì ÷èñëî 0 ≤ k ≤ d − 1 è êîíå÷íûå ìíîæåñòâà S0, S1, . . . , Sk

â Rd. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |Si| = (ri − 1)(d − k + 1) + 1. Òîãäà êàæäîå èç ìíîæåñòâ
Si ìîæíî ðàçáèòü íà ri ÷àñòåé Si1, Si2, . . . , Siri

òàê, ÷òî ìíîæåñòâà conv Sij áóäóò
èìåòü k-òðàíñâåðñàëü.
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Â ðàáîòàõ Tverberg, Vre�cica, �Zivaljevi�c [137, 128, 138] áûëè äîêàçàíû íåêîòîðûå
÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé ãèïîòåçû, â êîòîðûõ òðåáîâàëàñü ïðîñòîòà ÷èñåë ri. Íà ñàìîì
äåëå äîêàçàòåëüñòâà íîñèëè òîïîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð è ôîðìóëèðîâàëèñü äëÿ îòîá-
ðàæåíèé ñèìïëåêñîâ â Rd. Â ðàáîòå àâòîðà [129] áûëà ïîëó÷åíà áîëåå îáùàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà.

Òåîðåìà 94. Âîçüì¼ì ÷èñëî 0 ≤ m ≤ d−1, ïóñòü ri (i = 0, . . . ,m) � ñòåïåíè îäíîãî
è òîãî æå ïðîñòîãî ÷èñëà ri = pki. Äëÿ íå÷¼òíûõ p ïóñòü d−m ÷¼òíî.
Ïóñòü äëÿ âñåõ i = 0, . . . ,m îòîáðàæåíèå fi íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò (ri − 1)(d−

m + 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆i = ∆(ri−1)(d−m+1) â Rd.
Òîãäà â êàæäîì ∆i íàéäóòñÿ ri ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàíåé Fi1, Fi2, . . . , Firi

∈
∆i òàê, ÷òî ñåìåéñòâî {fi(Fij)}0≤i≤m,j∈[ri] èìååò m-òðàíñâåðñàëü.

Òàêæå â ðàáîòå [129] áûë äîêàçàí àíàëîã òîïîëîãè÷åñêîé öâåòíîé òåîðåìû Òâåð-
áåðãà äëÿ òðàíñâåðñàëåé. Åãî ôîðìóëèðîâêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåä¼ííîãî âûøå óòâåð-
æäåíèÿ òåì, ÷òî âìåñòî ñèìïëåêñîâ ∆i ðàññìàòðèâàþòñÿ d + 1-êðàòíûå äæîéíû Ki =
[ti]

∗d+1, ãäå ti = 2ri − 1.

5.6. Òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ òðàíñâåðñàëåé. Â ðàáîòå àâòîðà [101] èç
òåîðåìû 82 âûâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ òèïà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ ïëîñêèõ òðàíñ-
âåðñàëåé.

Îïðåäåëåíèå 57. Ïàðó òî÷åê íà ãðàíèöå âûïóêëîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd íàçîâ¼ì àí-
òèïîäàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê K, åñëè èõ ìîæíî çàêëþ÷èòü â ïàðó îïîðíûõ ãèïåð-
ïëîñêîñòåé ê K ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íîðìàëÿìè.

Îïðåäåëåíèå 58. Ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ F â Rd íàçîâ¼ì íåàíòèïîäàëüíûì, åñëè íè-
êàêîå V ∈ F íå ñîäåðæèò ïàðû àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê ïî îòíîøåíèþ ê conv

⋃
F .

Òåîðåìà 95 (Êàðàñ¼â, 2008). Åñëè â Rd äàíî íåàíòèïîäàëüíîå ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ
F , |F| = d+1, òî íàéä¼òñÿ k-ïëîñêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ îò âñåõ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà
íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè. Åñëè êðîìå òîãî

⋃
F (d−k)-âûïóêëî, òî ó íåãî ñóùåñòâóåò

k-òðàíñâåðñàëü.

Îïðåäåëåíèå 59. Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà X,Y ⊆ Rd. Óêëîíåíèåì X îò Y íàçû-
âàåòñÿ âåëè÷èíà

δ(X, Y ) = sup
x∈X

dist(x, Y ).

Òåîðåìà 96 (Êàðàñ¼â, 2008). Åñëè â Rd äàíî íåàíòèïîäàëüíîå ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ
F , |F| = d + 1, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ k-ïëîñêîñòü M , ÷òî óêëîíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ
ñåìåéñòâà F îò M îäèíàêîâû.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëåäñòâèÿõ 95 è 96 ðàññòîÿíèå ìîæíî áðàòü â ëþáîé íîðìå ñ ãëàäêèì
åäèíè÷íûì øàðîì. Òàêæå â ðàáîòå [101] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-
Óëàìà-Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà.

Îïðåäåëåíèå 60. Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû Sd−1 ⊂ Rd íàçîâ¼ì k-ïîäñôåðîé âñÿêîå ïå-
ðåñå÷åíèå k-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊆ Rd ñ Sd−1.
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Îïðåäåëåíèå 61. Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû Sd−1 ⊂ Rd íàçîâ¼ì k-ïîëóñôåðîé ïîëîâèíó
íåêîòîðîé k-ïîäñôåðû.

Òåîðåìà 97 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü íà ñôåðå Sd−1 äàíû d îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
V1, . . . , Vd, ïðè÷¼ì âñÿêîå Vi ïåðåñåêàåò âñÿêóþ k-ïîäñôåðó. Òîãäà íàéä¼òñÿ k-ïîëóñôåðà,
ïåðåñåêàþùàÿ âñå ìíîæåñòâà Vi.

Òåîðåìà 98 (Êàðàñ¼â, 2008). Ïóñòü íà ñôåðå Sd−1 äàíû d + 1 îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ V1, . . . , Vd+1, ïðè÷¼ì âñÿêîå Vi ïåðåñåêàåò âñÿêóþ k-ïîäñôåðó. Òîãäà ëèáî íàé-
ä¼òñÿ k-ïîëóñôåðà, ïåðåñåêàþùàÿ âñå ìíîæåñòâà Vi; ëèáî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ
{1, 2, . . . , d+1} = I1∩I2 íàéä¼òñÿ ïàðà k-ïîëóñôåð H1 è H2, ÿâëÿþùèõñÿ ïîëîâèíêàìè
îäíîé k-ïîäñôåðû, òàêàÿ ÷òî Vi ∩H1 = ∅ äëÿ ëþáîãî i ∈ I1 è Vi ∩H2 = ∅ äëÿ ëþáîãî
i ∈ I2.
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[1] L. Brouwer, “Über abbildung von mannigfaltigkeiten”, Mathematische Annalen, 71 (1910),
97–115.
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[68] R.T. Živaljević, S.T. Vrećica, “New cases of the colored Tverberg theorem”, Jerusalem Com-
binatorics ’93, Contemporary Mathematics, eds. H. Barcelo, G. Kalai, Amer. Math. Soc.,
Providence, 1994, 325–334.

[69] Ð.Í. Êàðàñ¼â, �Äâîéñòâåííûå òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òî÷êå è èõ îáîáùåíèÿ�,Ìàò. ñáîð-
íèê, 199:10 (2008), 41�62.

[70] Ì.Ë. Ãðîìîâ, �Î ñèìïëåêñàõ, âïèñàííûõ â ãèïåðïîâåðõíîñòè�, Ìàò. çàìåòêè, 5:1
(1969), 81�89.

[71] H. Guggenheimer, “Finite sets on curves and surfaces”, Israel Journal of Mathematics, 3:2
(1965), 104–112.

[72] R.P. Jerrard, “Inscribed squares in plane curves”, Trans. Amer. Math. Soc., 98:2, 234–241.
[73] I. Pak, “The discrete square peg problem” (to appear).
[74] Â.Â. Ìàêååâ, Óíèâåðñàëüíî âïèñàííûå è îïèñàííûå ìíîãîãðàííèêè. Äèññåðòàöèÿ íà ñî-

èñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2003.

[75] Â.Â. Ìàêååâ, �Àôôèííî-âïèñàííûå è àôôèííî-îïèñàííûå ìíîãîóãîëüíèêè è ìíîãîãðàí-
íèêè�, Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ, 231 (1995), 286�298.
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