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1�2 ÊÓÐÑ

1. Ïóñòü äàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : [0, 1] → R. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íà å¼ ãðàôèêå ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê (xi, yi)

n
i=0 òàê ÷òî

0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1

è
n∑
i=1

(
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2

)
< ε.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ðàçîáü¼ì îòðåçîê íà îòðåçêè äëèíîé ∆x1, . . . ,∆xm < ε/2,
òîãäà î÷åâèäíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

m∑
i=1

∆x2i <
m∑
i=1

ε

2
∆xi =

ε

2

è òî æå ñàìîå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè äàëüíåéøåì ðàçáèåíèè ïî
îñè 0x.

Ïóñòü òåïåðü ñóììà êâàäðàòîâ ïðèðàùåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè ïî íàøèì îò-
ðåçêàì

m∑
i=1

|∆yi|2 = M.

Çàìåòèì, ÷òî îäíî ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] íà äâà òî÷êîé x, â êîòîðîé çíà÷åíèå
f(x) ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ (f(a) + f(b))/2, ïðåâðàùàåò ñóììó êâàäðàòîâ
ïðèðàùåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè ïî îòðåçêàì ðàçáèåíèÿ èç (f(b) − f(a))2 (íà
îäíîì îòðåçêå) â (f(b) − f(a))2/2 (íà äâóõ îòðåçêàõ â ñóììå), òî åñòü äåëèò
ñóììó êâàäðàòîâ ïðèðàùåíèé íà äâà. Ïðîäåëûâàÿ òàêóþ îïåðàöèþ îäíîâðå-
ìåííî âî âñåõ îòðåçêàõ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ íàøåãî èñõîäíîãî îòðåçêà [0, 1], â
êîòîðûõ ïðèðàùåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè áûëî íåíóëåâûì, ìû áóäåì ïîëó÷àòü
íîâîå ðàçáèåíèå, â êîòîðîì ñóììà êâàäðàòîâ ïðèðàùåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè
ìåíüøå ðîâíî â äâà ðàçà.

Ïîñëå k òàêèõ îïåðàöèé áóäåì èìåòü ðàçáèåíèå íà íå áîëåå n = 2km îòðåçêîâ
è

n∑
i=1

|∆yi|2 =
M

2k
,

÷òî ìåíüøå ε/2 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k. Â öåëîì æå ñóììà êâàäðàòîâ ïðè-
ðàùåíèé x è ïðèðàùåíèé y áóäåò ìåíüøå ε, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2. Â d-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ äàíî ìíîæå-
ñòâî èç d + 3 âåêòîðîâ v1, . . . , vd+3. Äîêàæèòå, ÷òî â í¼ì ìîæíî âûáðàòü òðè
íåïóñòûõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, òàê ÷òî âñå òðè ñóììû
âåêòîðîâ â ïîäìíîæåñòâàõ îäèíàêîâûå.



Ðåøåíèå. Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vr îáðàçóþò áàçèñ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå äàííîé
ñèñòåìû âåêòîðîâ, òîãäà r ≤ d. Â òðè ìíîæåñòâà çàïèøåì ïî îäíîìó âåêòîðó
{vd+1}, {vd+2}, {vd+3} (íå âõîäÿùèå â áàçèñ) è áóäåì ýòè ìíîæåñòâà óâåëè÷èâàòü
çà ñ÷¼ò áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòó i (â äàííîì áàçèñå) ó òð¼õ âåêòîðîâ vd+1, vd+2, vd+3.
Åñëè îíà îäíà è òà æå, òî âåêòîð áàçèñà vi íèêóäà íå äîáàâëÿåì. Åñëè æå ýòà
êîîðäèíàòà òð¼õ âåêòîðîâ ïðèíèìàåò êàêîå-òî çíà÷åíèå îäèí ðàç íà âåêòîðå
vd+j (à äðóãîå � äâà ðàçà íà äâóõ äðóãèõ vd+k), òî äîáàâëÿåì vi ê ìíîæåñòâó,
ñîäåðæàùåìó vd+j. Òàê ìû âûðàâíèâàåì ñóììû ïîäìíîæåñòâ ïî i-é êîîðäèíàòå
è â èòîãå âûðàâíÿåì âñå ñóììû.

3. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ èíòåðâàëà îòðåçêàìè íåíóëåâîé äëèíû
ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ïîäïîêðûòèå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü èíòåðâàë I ïîêðûò îòðåçêàìè Sα, ãäå èíäåêñ α ëåæèò â íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå A. Òîãäà âíóòðåííîñòè îòðåçêîâ intSα ïîêðûâàþò íåêîòîðîå
îòêðûòîå U ⊆ I. Ìíîæåñòâî U ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè � èíòåð-
âàëû, êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ÷èñëî, òàê êàê êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò
êàêîå-òî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è ýòè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Òîãäà ìîæ-
íî íàïèñàòü U =

⊔∞
n=1 Un, ãäå Un � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Êàæäûé èíòåðâàë Un ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ âîçðàñ-
òàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ Un =

⋃
k Σn,k. Äëÿ ïîêðûòèÿ Σn,k èíòåð-

âàëàìè intSα ìîæíî ïðèìåíèòü êîìïàêòíîñòü è çàêëþ÷èòü, ÷òî âñÿêèé Σn,k

ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì {Sα}, è èõ îáúåäèíåíèå, ìíîæåñòâî U ,
ïîêðûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì ïîäïîêðûòèåì {Sα}.
Îñòàëîñü ïîêðûòü òî÷êè I \U . Êàæäàÿ èç íèõ íàêðûòà êàêèì-òî îòðåçêîì Sα,
íî íå íàêðûòà åãî âíóòðåííîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ åãî êîíöîì, à
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì íåêîòîðîé êîìïîíåíòû Un. Íî êîìïîíåíò Un íå áîëåå
÷åì ñ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî, I\U íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. Ïîýòîìó äëÿ
åãî ïîêðûòèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì ïîäñåìåéñòâîì {Sα} äîñòàòî÷íî âûáðàòü
îäèí ïîêðûâàþùèé îòðåçîê äëÿ êàæäîé åãî òî÷êè.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü îòðåçêè íóëåâîé äëèíû,
òî åñòü òî÷êè, óòâåðæäåíèå áóäåò íåâåðíî.

4. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïðàâèëüíîãî îêòà-
ýäðà ñ åäèíè÷íûì ðàññòîÿíèåì îò âåðøèí äî öåíòðà íà ïëîñêîñòü.

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Äëÿ âñÿêîé ãðàíè îêòàýäðà ðàññìîòðèì âåêòîð Ā, òîð÷àùèé íàðóæó
èç ãðàíè è èìåþùèé äëèíó, ðàâíóþ ïëîùàäè ãðàíè. Ïëîùàäü ïðîåêöèè ãðàíè
íà ïëîñêîñòü α ðàâíà òîãäà äëèíå ïðîåêöèè Ā íà ïðÿìóþ ` ⊥ α.

Çàìåòèì, ÷òî ïëîùàäü ïðîåêöèè îêòàýäðà íà α ðàâíà ïîëîâèíå ñóììû ïëîùà-
äåé ïðîåêöèé ãðàíåé îêòàýäðà íà α, òàê êàê ïî÷òè âñå òî÷êè ïðîåêöèè ïðè-
íèìàþò íà ñåáÿ äâå òî÷êè ñ ãðàíåé îêòàýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðîñòî èùåì
ìàêñèìóì ñóììû äëèí ïðîåêöèé Ā1, . . . , Ā8 íà ïðÿìóþ `. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî



â ñòàíäàðòíîì ñâÿçàííîì ñ îêòàýäðîì áàçèñå ē1, ē2, ē3 âåêòîðû Āi ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíñòàíòû ðàâíû ±ē1 ± ē2 ± ē3 (ñ âñåâîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè çíàêîâ).
Èññëåäóåì ñíà÷àëà íå ñóììó äëèí èõ ïðîåêöèé íà `, à ñóììó êâàäðàòîâ äëèí
ïðîåêöèé íà `. Îáîçíà÷èâ åäèíè÷íû íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ` çà v̄, ìû âèäèì,
÷òî êâàäðàò ïðîåêöèè ðàâåí

((±ē1 ± ē2 ± ē3) · v̄)2 = (±c1 ± c2 ± c3)2,

ãäå ìû îáîçíà÷èëè ci = ēi · v̄. Ñóììà òàêèõ êâàäðàòîâ ïî âñåâîçìîæíûì êîìáè-
íàöèÿì çíàêîâ ðàâíà∑

±,±,±

(±c1 ± c2 ± c3)2 = 8c21 + 8c22 + 8c23 = 8,

òàê êàê c21 + c22 + c23 = |v̄|2 = 1. À åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ïðîåêöèé ôèêñè-
ðîâàíà, òî ñóììà ñàìèõ äëèí, ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì
è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì, ìàêñèìàëüíà ïðè óñëîâèè èõ ðàâåíñòâà. Î÷åâèäíî,
÷òî ðàâåíñòâî ïðîåêöèé ãðàíåé èìååò ìåñòî ïðè ïðîåêöèè îêòàýäðà íà ëþáóþ
êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü è ïðè ýòîì ïëîùàäü ïðîåêöèè ðàâíà 2.
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3�6 ÊÓÐÑ

1. Â d-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ äàíî ìíîæå-
ñòâî èç d + 3 âåêòîðîâ v1, . . . , vd+3. Äîêàæèòå, ÷òî â í¼ì ìîæíî âûáðàòü òðè
íåïóñòûõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, òàê ÷òî âñå òðè ñóììû
âåêòîðîâ â ïîäìíîæåñòâàõ îäèíàêîâûå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vr îáðàçóþò áàçèñ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå äàííîé
ñèñòåìû âåêòîðîâ, òîãäà r ≤ d. Â òðè ìíîæåñòâà çàïèøåì ïî îäíîìó âåêòîðó
{vd+1}, {vd+2}, {vd+3} (íå âõîäÿùèå â áàçèñ) è áóäåì ýòè ìíîæåñòâà óâåëè÷èâàòü
çà ñ÷¼ò áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòó i (â äàííîì áàçèñå) ó òð¼õ âåêòîðîâ vd+1, vd+2, vd+3.
Åñëè îíà îäíà è òà æå, òî âåêòîð áàçèñà vi íèêóäà íå äîáàâëÿåì. Åñëè æå ýòà
êîîðäèíàòà òð¼õ âåêòîðîâ ïðèíèìàåò êàêîå-òî çíà÷åíèå îäèí ðàç íà âåêòîðå
vd+j (à äðóãîå � äâà ðàçà íà äâóõ äðóãèõ vd+k), òî äîáàâëÿåì vi ê ìíîæåñòâó,
ñîäåðæàùåìó vd+j. Òàê ìû âûðàâíèâàåì ñóììû ïîäìíîæåñòâ ïî i-é êîîðäèíàòå
è â èòîãå âûðàâíÿåì âñå ñóììû.

2. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ èíòåðâàëà îòðåçêàìè íåíóëåâîé äëèíû
ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ïîäïîêðûòèå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü èíòåðâàë I ïîêðûò îòðåçêàìè Sα, ãäå èíäåêñ α ëåæèò â íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå A. Òîãäà âíóòðåííîñòè îòðåçêîâ intSα ïîêðûâàþò íåêîòîðîå
îòêðûòîå U ⊆ I. Ìíîæåñòâî U ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè � èíòåð-
âàëû, êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ÷èñëî, òàê êàê êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò
êàêîå-òî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è ýòè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Òîãäà ìîæ-
íî íàïèñàòü U =

⊔∞
n=1 Un, ãäå Un � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Êàæäûé èíòåðâàë Un ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ âîçðàñ-
òàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ Un =

⋃
k Σn,k. Äëÿ ïîêðûòèÿ Σn,k èíòåð-

âàëàìè intSα ìîæíî ïðèìåíèòü êîìïàêòíîñòü è çàêëþ÷èòü, ÷òî âñÿêèé Σn,k

ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì {Sα}, è èõ îáúåäèíåíèå, ìíîæåñòâî U ,
ïîêðûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì ïîäïîêðûòèåì {Sα}.
Îñòàëîñü ïîêðûòü òî÷êè I \U . Êàæäàÿ èç íèõ íàêðûòà êàêèì-òî îòðåçêîì Sα,
íî íå íàêðûòà åãî âíóòðåííîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ åãî êîíöîì, à
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì íåêîòîðîé êîìïîíåíòû Un. Íî êîìïîíåíò Un íå áîëåå
÷åì ñ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî è, ñëåäîâàòåëüíî, I\U íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. Ïîýòîìó äëÿ
åãî ïîêðûòèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì ïîäñåìåéñòâîì {Sα} äîñòàòî÷íî âûáðàòü
îäèí ïîêðûâàþùèé îòðåçîê äëÿ êàæäîé åãî òî÷êè.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü îòðåçêè íóëåâîé äëèíû,
òî åñòü òî÷êè, óòâåðæäåíèå áóäåò íåâåðíî.



3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè z1, . . . , zn ∈ D (îòêðûòûé åäèíè÷íûé äèñê) ìîæíî
îòîáðàçèòü â òî÷êè w1, . . . , wn ∈ D ñîîòâåòñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé
f : D → D. Äîêàæèòå, ÷òî ýðìèòîâà ôîðìà(

1− wkw̄`
1− zkz̄`

)n
k,`=1

ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà.

Ðåøåíèå. Ïðè êîíôîðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè D íà ñåáÿ (êàê â îáðàçå, òàê è â
ïðîîáðàçå) óòâåðæäåíèå ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âñå òàêèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ìû çíàåì, è äëÿ íèõ ýòî íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ; ñêàæåì, åñëè ìû äåëàåì
çàìåíó z 7→ (z−a)/(āz− 1), ãäå |a| < 1, òî çíàìåíàòåëè óìíîæàþòñÿ íà 1−|a|2,
à ÷èñëèòåëè óìíîæàþòñÿ íà (1 − āzk)(1 − az̄`), òî åñòü ïðîñòî ïåðåìåííûå ñî-
îòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû äîìíîæàþòñÿ íà (1 − āzk). Àíàëîãè÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå w 7→ (w − a)/(āw − 1).

Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè, áàçà n = 1 î÷åâèäíà.

Ïðè n > 1 ïîñëå êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî zn = wn = 0,
òî åñòü ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà è ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû ñîñòîÿò èç åäèíèö.
Òîãäà íàøà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äåëèòñÿ íà z, è ÷àñòíîå òîæå îòîáðàæàåò
D → D (ïî ëåììå Øâàðöà). Ê ÷àñòíîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè � ïîëó÷èì ïîëóîïðåäåë¼ííóþ ìàòðèöó âèäà(

zkz̄` − wkw̄`
1− zkz̄`

)n−1
k,`=1

(îïÿòü æå ïîñëå äîìíîæåíèÿ ïåðåìåííûõ íà zk). Íî ýòà æå ìàòðèöà ïîëó÷èòñÿ
â ëåâîì âåðõíåì óãëó èñõîäíîé ìàòðèöû, åñëè â íåé âû÷åñòü èç âñåõ ñòðîê ïî-
ñëåäíþþ è ïîñëå ýòîãî èç âñåõ ñòîëáöîâ âû÷åñòü ïîñëåäíèé. Â ïîñëåäíåé ñòðîêå
è â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òîãäà îêàæóòñÿ íóëè, êðîìå óãëîâîãî ýëåìåíòà. Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè òàêàÿ ìàòðèöà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, à ñäåëàííîå
íàìè âû÷èòàíèå ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå
ïåðåìåííûõ â ýðìèòîâîé ôîðìå, ñîõðàíÿþùåé ïîëóîïðåäåë¼ííîñòü. Øàã èí-
äóêöèè ñäåëàí.

4. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé (n− 1)-ìåðíûé îáú¼ì îðòîãîíàëüíîé ïðîåê-
öèè ïðàâèëüíîãî êðîññïîëèòîïà

Cn = {(x1, . . . , xn) | |x1|+ · · ·+ |xn| ≤ 1}

íà ãèïåðïëîñêîñòü.

Îòâåò: 2n−1/(n− 1)! = voln−1Cn−1.

Ðåøåíèå. Äëÿ âñÿêîé ãèïåðãðàíè êðîññïîëèòîïà ðàññìîòðèì âåêòîð Ā, òîð÷à-
ùèé íàðóæó èç ãèïåðãðàíè è èìåþùèé äëèíó, ðàâíóþ (n− 1)-ìåðíîìó îáú¼ìó
ãèïåðãðàíè. Ïëîùàäü ïðîåêöèè ãèïåðãðàíè íà ãèïåðïëîñêîñòü α ðàâíà òîãäà
äëèíå ïðîåêöèè âåêòîðà Ā íà ïðÿìóþ ` ⊥ α.



Çàìåòèì, ÷òî îáú¼ì ïðîåêöèè Cn íà α ðàâåí ïîëîâèíå ñóììû îáú¼ìîâ ïðîåêöèé
ãèïåðãðàíåé Cn íà α, òàê êàê ïî÷òè âñå òî÷êè ïðîåêöèè ïðèíèìàþò íà ñåáÿ äâå
òî÷êè ñ ðàçíûõ ãèïåðãðàíåé Cn. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðîñòî èùåì ìàêñèìóì
ñóììû äëèí ïðîåêöèé Ā1, . . . , Ā2n íà ïðÿìóþ `.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ē1, ē2, . . . , ēn âåêòîðû Āi ñ òî÷íîñòüþ
äî çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè êîíñòàíòû ðàâíû ±ē1 ± ē2 ± · · · ± ēn (ñ
âñåâîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè çíàêîâ). Èññëåäóåì ñíà÷àëà íå ñóììó äëèí èõ
ïðîåêöèé íà `, à ñóììó êâàäðàòîâ äëèí ïðîåêöèé íà `. Îáîçíà÷èâ åäèíè÷íûé
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ` çà v̄, ìû âèäèì, ÷òî êâàäðàò ïðîåêöèè ðàâåí

((±ē1 ± ē2 ± · · · ± ēn) · v̄)2 = (±v1 ± v2 ± · · · ± vn)2,

ãäå ìû îáîçíà÷èëè êîìïîíåíòû âåêòîðà vi = ēi · v̄. Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê
è ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåâîçìîæíûì êîìáèíàöèÿì çíàêîâ ñëàãàåìûå òèïà vivj ñ
i 6= j ñîêðàòÿòñÿ, è ïîëó÷èòñÿ∑

±,...,±

(±v1 ± v2 ± · · · ± vn)2 = 2n(v21 + v22 + · · ·+ v2n) = 2n,

òàê êàê v21 + v22 + · · · + v2n = |v̄|2 = 1. À åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ïðîåêöèé
ôèêñèðîâàíà, òî ñóììà ñàìèõ äëèí, ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè-
÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì, ìàêñèìàëüíà ïðè óñëîâèè èõ ðàâåíñòâà. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî äëèí âñåõ ïðîåêöèé èìååò ìåñòî ïðè ïðîåêöèè êðîññïîëè-
òîïà íà ëþáóþ êîîðäèíàòíóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Òîãäà ïðîåêöèÿ Cn îêàçûâàåòñÿ
ïðîñòî Cn−1.


