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1�2 ÊÓÐÑ

1. Â ïðîñòðàíñòâå R3 íàõîäèòñÿ êóá Q è íåñêîëüêî êóáîâ, ãîìîòåòè÷íûõ Q c êî-

ýôôèöèåíòàìè ãîìîòåòèè, ìåíüøèìè åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýòè ãîìîòå-

òè÷íûå êóáû ïîêðûëè êóá Q, òî ñóììà èõ êîýôôèöèåíòîâ ãîìîòåòèè íå ìåíåå 4.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ f : R → R, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò òîëüêî

èððàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ?

3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïðè êàêîì ìàêñèìàëüíîì k ìîæíî ïðèäóìàòü ìàò-
ðèöó ðàçìåðà k×n ñ ýëåìåíòàìè ±1, òàê ÷òî ïðè ëþáîé ðàññòàíîâêå âìåñòî +1
è −1 ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë â ýòó ìàòðèöó å¼

ðàíã áóäåò ðàâåí k?

4. Ïðåäïîëîæèì, â åäèíè÷íîì øàðå íåêîòîðîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàõîäÿò-

ñÿ 2m òî÷åê x1, . . . , x2m. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà èç
m òî÷åê êàæäîå òàêèì îáðàçîì, ÷òî öåíòðû ìàññ ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ îêàæóòñÿ

íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå 2√
m
äðóã îò äðóãà.

5. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

(xk − xk−1)2 ≥ 4 sin2 π

2n
·

n∑
k=0

x2k

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x0, . . . , xn, â êîòîðîé x0 =
xn = 0.
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3�6 ÊÓÐÑ

1. Â ïðîñòðàíñòâå R3 íàõîäèòñÿ êóá Q è íåñêîëüêî êóáîâ, ãîìîòåòè÷íûõ Q c êî-

ýôôèöèåíòàìè ãîìîòåòèè, ìåíüøèìè åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýòè ãîìîòå-

òè÷íûå êóáû ïîêðûëè êóá Q, òî ñóììà èõ êîýôôèöèåíòîâ ãîìîòåòèè íå ìåíåå 4.

2. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â òàêóþ èãðó. Ïåòÿ ïðèäóìûâàåò íåîòðèöàòåëüíóþ ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ c ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eξ = 1, ïîñëå ýòîãî Âàñÿ,

çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ξ, ïðèäóìûâàåò ñâîþ íå çàâèñÿùóþ îò ξ íåîòðè-
öàòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η c ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eη = 1. Äëÿ
êàêîãî ìèíèìàëüíîãî p Ïåòÿ ìîæåò ïðèäóìàòü âåëè÷èíó ξ òàê, ÷òîáû ïðè ëþ-

áîì âûáîðå âåëè÷èíû η Âàñåé âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî P(η ≥ ξ) ≤ p?

3. Ïóñòü A è B � ïðÿìîóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè, à f : A → B � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êîíôîðìíî íà âíóòðåííîñòè A, îòîáðàæàåò ãðàíèöó A
ãîìåîìîðôíî â ãðàíèöó B, îòîáðàæàÿ ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà A â ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà B. Äîêàæèòå, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèåì ïîäîáèÿ.

4. Ïðåäïîëîæèì, â åäèíè÷íîì øàðå íåêîòîðîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàõîäÿò-

ñÿ 2m òî÷åê x1, . . . , x2m. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà èç
m òî÷åê êàæäîå òàêèì îáðàçîì, ÷òî öåíòðû ìàññ ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ îêàæóòñÿ

íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå 2√
m
äðóã îò äðóãà.

5. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

(xk − xk−1)2 ≥ 4 sin2 π

2n
·

n∑
k=0

x2k

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x0, . . . , xn, â êîòîðîé x0 =
xn = 0.


