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1�2 ÊÓÐÑ

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ìíîãî÷ëåíîâ P1(x), . . . , Pn(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè íàéä¼òñÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λ1P1(x) +
· · ·+ λnPn(x), ó êîòîðîé íå ìåíåå n− 1 äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ.

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå n− 1 ÷èñëî x1, . . . , xn−1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

λ1P1(x1) + · · ·+ λnPn(x1) = 0

λ1P1(x2) + · · ·+ λnPn(x2) = 0

. . .

λ1P1(xn−1) + · · ·+ λnPn(xn−1) = 0

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé èç n−1 óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî n ïåðåìåííûõ λi.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

2. Íàçîâ¼ì êîëåáàíèåì ôóíêöèè f : R → R â òî÷êå x0 òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü
êîëåáàíèé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå U ïî âñåì îêðåñòíîñòÿì U 3 x0, ãäå êîëåáàíèå
íà ìíîæåñòâå U � ýòî supx∈U f(x) − infx∈U f(x). Ôóíêöèÿ èìååò êîëåáàíèå 1 â
êàæäîé òî÷êå, êðîìå íóëÿ. Êàêîå êîëåáàíèå îíà ìîæåò èìåòü â íóëå?

Îòâåò: ëþáîå ≥ 1.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ëþáîãî êîíå÷íîãî êîëåáàíèÿ C ≥ 1 â íóëå: ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ Äèðèõëå

D(x) = 1, x ∈ Q, D(x) = 0, x 6∈ Q;

ïîëîæèì
f(x) = D(x), x 6= 0, f(0) = C.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ëþáîé òî÷êå x0 6= 0 êîëåáàíèå ðîâíî 1, òàê êàê â äîñòàòî÷íî
ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè x0 ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ, ðàçëè÷à-
þùèåñÿ íà åäèíèöó. Ïðè x0 = 0 ìû â ëþáîé îêðåñòíîñòè x0 âèäèì òðè çíà÷åíèÿ:
0, 1, C è ÿñíî, ÷òî êîëåáàíèå â íóëå ðàâíî C.

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëåáàíèÿ â íóëå ïðèìåð òàêîé:

f(x) = D(x), x ≤ 0, f(x) = D(x) +
1

x
, x > 0.

Òî, ÷òî êîëåáàíèå â x0 < 0 ðàâíî åäèíèöå, à â x0 = 0 áåñêîíå÷íî, î÷åâèäíî. Ïðè
x0 > 0 ôóíêöèÿ èìååò äâà ðàçíûõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 1, èç
÷åãî ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî êîëåáàíèå ðàâíî 1.

Òåïåðü îáúÿñíèì, ïî÷åìó êîëåáàíèÿ C ∈ [0, 1) áûòü íå ìîæåò. Òîãäà âçÿâ D ∈
(C, 1) ìû äîëæíû íàéòè îêðåñòíîñòü U(x0), â êîòîðîé òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
f îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîé íèæíåé ãðàíè íå áîëåå, ÷åì íà D. Âçÿâ òî÷êó x1 ∈
U(x0) ìû óâèäèì, ÷òî â íåé òîãäà êîëåáàíèå íå áîëåå D, à äîëæíî áûòü 1 �
ïðîòèâîðå÷èå.



3. Ïðåäïîëîæèì, ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ C íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, C ⊂ 2N, îêàçàëîñü
òàêèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ C âûïîëíÿåòñÿ ëèáî X ⊆ Y , ëèáî Y ⊆ X. Âåðíî
ëè, ÷òî C íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî?

Îòâåò: íåò, ìîæåò áûòü äàæå êîíòèíóóì.

Ðåøåíèå. Âìåñòî N âîçüì¼ì ìíîæåñòâî Q, òàê êàê ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ. Ïóñòü òîãäà C ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà Lx = {y ∈ Q : y < x} ⊂ Q,
ãäå x ∈ R � ëþáîå. Äëÿ ðàçíûõ x ∈ R òàêèå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû è âñåãî èõ
êîíòèíóóì. Êðîìå òîãî, ïðè x < x′ âûõîäèò Lx ⊂ Lx′ , à ïðè x > x′ � Lx ⊃ Lx′ .

4. Ñóùåñòâóþò ëè 100 ïîïàðíî çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ (íåâûðîæäåííûõ) òðåóãîëüíèêà â òð¼õìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ çàöåïëåííûìè, åñëè êîíòóð ïåðâîãî òðåóãîëüíè-
êà ïåðåñåêàåò îòíîñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü âòîðîãî òðåóãîëüíèêà ðîâíî â îäíîé
òî÷êå, ïðè÷¼ì äâà îòðåçêà êîíòóðà ïåðâîãî òðåóãîëüíèêà, âûõîäÿùèå èç ýòîé
òî÷êè, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè âòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

Îòâåò: ñóùåñòâóþò.

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê T â ïðîñòðàíñòâå ñ îäíîé èç âû-
ñîò AB. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rε = Rε,ε

AB ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùååñÿ

êîìïîçèöèåé ïåðåíîñà íà âåêòîð ε
−→
AB è âðàùåíèÿ âîêðóã

−→
AB íà óãîë ε (âèí-

òîâîå äâèæåíèå). Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε òðåóãîëüíèêè T è Rε(T ) çàöåïëåíû,
òàê êàê ïåðåñå÷åíèå èõ ïëîñêîñòåé ñîäåðæèò âûñîòû êàæäîãî èç íèõ, è â ýòîì
ïåðåñå÷åíèè êîíòóð îäíîãî èç íèõ ïðîõîäèò ÷åðåç âûïóêëóþ îáîëî÷êó äðóãîãî.
Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè

Rmε/100(T ) è Rnε/100(T ) = R(n−m)ε/100(Rmε/100(T ))

çàöåïëåíû ïðè ëþáûõ 0 ≤ m < n < 100.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, êàê ñòðîèòü ïðèìåð ïî èíäóêöèè. Ïóñòü ó íàñ åñòü
íåñêîëüêî ïîïàðíî çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ è êîíòóð îäíîãî èç íèõ íàõî-
äèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå ε îò êîíòóðîâ âñåõ äðóãèõ. Òîãäà ýòîò îäèí òðå-
óãîëüíèê T ìîæíî ïîøåâåëèòü ìåíåå ÷åì íà ε è ïîëó÷èòü òðåóãîëüíèê T ′,
çàöåïëåííûé ñ T (íàïðèìåð, ðàáîòàåò êîíñòðóêöèÿ èç ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ
äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ). Òàê êàê ïðè øåâåëåíèè êîíòóð äâèãàëñÿ íå áîëåå ÷åì
íà ε, òî êîíòóð T ′ ïðè äâèæåíèè íå ïåðåñåêàë êîíòóðû äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, T ′ îñòàëñÿ çàöåïëåííûì ñî âñåìè îñòàëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè,
êàê è T .

5. Íàéäèòå äåòåðìèíàíò èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R

det

((
ai+ bj

j

))
0≤i,j≤n

.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå(
α

k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
.



Îòâåò: an(n+1)/2.

Ðåøåíèå. Â ñòîëáöå íîìåð j ýòîé ìàòðèöû ñòîèò íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí îò ïå-
ðåìåííîé i ñòåïåíè ðîâíî j. Âû÷èòàÿ áîëåå ëåâûå ñòîëáöû èç áîëåå ïðàâûõ, ìû
ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â j-ì ìíîãî÷ëåíå îñòàíåòñÿ ëèøü åãî ñòàðøèé ÷ëåí
ajij/j!. Âûíîñèì an(n+1)/2∏n

j=0 j!
è ïîëó÷àåì îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà îò 0, 1, . . . , n,

êîòîðûé êàê ðàç ðàâåí
∏n

j=0 j!. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ôàêòîðèàëîâ îñòà¼òñÿ òîëüêî
ñòåïåíü a.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì äâóõ: ((

ai

j

))
0≤i,j≤n

è

((
bj

j − i

))
0≤i,j≤n

.

Áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò
(
α
k

)
ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ ïðè k < 0. Òîãäà âòîðàÿ

ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, è ñëåäîâàòåëüíî íå
âíîñèò âêëàäà â äåòåðìèíàíò. Ñ ïåðâîé æå ìàòðèöåé ìîæíî ðàçäåëàòüñÿ òàê
æå, êàê â ïåðâîì ðåøåíèè.
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3�6 ÊÓÐÑ

1. Ïðåäïîëîæèì, ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ C íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, C ⊂ 2N, îêàçàëîñü
òàêèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ C âûïîëíÿåòñÿ ëèáî X ⊆ Y , ëèáî Y ⊆ X. Âåðíî
ëè, ÷òî C íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî?

Îòâåò: íåò, ìîæåò áûòü äàæå êîíòèíóóì.

Ðåøåíèå. Âìåñòî N âîçüì¼ì ìíîæåñòâî Q, òàê êàê ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ. Ïóñòü òîãäà C ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà Lx = {y ∈ Q : y < x} ⊂ Q,
ãäå x ∈ R � ëþáîå. Äëÿ ðàçíûõ x ∈ R òàêèå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû è âñåãî èõ
êîíòèíóóì. Êðîìå òîãî, ïðè x < x′ âûõîäèò Lx ⊂ Lx′ , à ïðè x > x′ � Lx ⊃ Lx′ .

2. Ñóùåñòâóþò ëè 100 ïîïàðíî çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ (íåâûðîæäåííûõ) òðåóãîëüíèêà â òð¼õìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ çàöåïëåííûìè, åñëè êîíòóð ïåðâîãî òðåóãîëüíè-
êà ïåðåñåêàåò îòíîñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü âòîðîãî òðåóãîëüíèêà ðîâíî â îäíîé
òî÷êå, ïðè÷¼ì äâà îòðåçêà êîíòóðà ïåðâîãî òðåóãîëüíèêà, âûõîäÿùèå èç ýòîé
òî÷êè, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè âòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

Îòâåò: ñóùåñòâóþò.

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê T â ïðîñòðàíñòâå ñ îäíîé èç âû-
ñîò AB. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rε = Rε,ε

AB ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùååñÿ

êîìïîçèöèåé ïåðåíîñà íà âåêòîð ε
−→
AB è âðàùåíèÿ âîêðóã

−→
AB íà óãîë ε (âèí-

òîâîå äâèæåíèå). Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε òðåóãîëüíèêè T è Rε(T ) çàöåïëåíû,
òàê êàê ïåðåñå÷åíèå èõ ïëîñêîñòåé ñîäåðæèò âûñîòû êàæäîãî èç íèõ, è â ýòîì
ïåðåñå÷åíèè êîíòóð îäíîãî èç íèõ ïðîõîäèò ÷åðåç âûïóêëóþ îáîëî÷êó äðóãîãî.
Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè

Rmε/100(T ) è Rnε/100(T ) = R(n−m)ε/100(Rmε/100(T ))

çàöåïëåíû ïðè ëþáûõ 0 ≤ m < n < 100.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, êàê ñòðîèòü ïðèìåð ïî èíäóêöèè. Ïóñòü ó íàñ åñòü
íåñêîëüêî ïîïàðíî çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ è êîíòóð îäíîãî èç íèõ íàõî-
äèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå ε îò êîíòóðîâ âñåõ äðóãèõ. Òîãäà ýòîò îäèí òðå-
óãîëüíèê T ìîæíî ïîøåâåëèòü ìåíåå ÷åì íà ε è ïîëó÷èòü òðåóãîëüíèê T ′,
çàöåïëåííûé ñ T (íàïðèìåð, ðàáîòàåò êîíñòðóêöèÿ èç ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ
äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ). Òàê êàê ïðè øåâåëåíèè êîíòóð äâèãàëñÿ íå áîëåå ÷åì
íà ε, òî êîíòóð T ′ ïðè äâèæåíèè íå ïåðåñåêàë êîíòóðû äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, T ′ îñòàëñÿ çàöåïëåííûì ñî âñåìè îñòàëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè,
êàê è T .



3. Íàéäèòå äåòåðìèíàíò èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R

det

((
ai+ bj

j

))
0≤i,j≤n

.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå(
α

k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
.

Îòâåò: an(n+1)/2.

Ðåøåíèå. Â ñòîëáöå íîìåð j ýòîé ìàòðèöû ñòîèò íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí îò ïå-
ðåìåííîé i ñòåïåíè ðîâíî j. Âû÷èòàÿ áîëåå ëåâûå ñòîëáöû èç áîëåå ïðàâûõ, ìû
ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â j-ì ìíîãî÷ëåíå îñòàíåòñÿ ëèøü åãî ñòàðøèé ÷ëåí
ajij/j!. Âûíîñèì an(n+1)/2∏n

j=0 j!
è ïîëó÷àåì îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà îò 0, 1, . . . , n,

êîòîðûé êàê ðàç ðàâåí
∏n

j=0 j!. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ôàêòîðèàëîâ îñòà¼òñÿ òîëüêî
ñòåïåíü a.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì äâóõ: ((

ai

j

))
0≤i,j≤n

è

((
bj

j − i

))
0≤i,j≤n

.

Áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò
(
α
k

)
ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ ïðè k < 0. Òîãäà âòîðàÿ

ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, è ñëåäîâàòåëüíî íå
âíîñèò âêëàäà â äåòåðìèíàíò. Ñ ïåðâîé æå ìàòðèöåé ìîæíî ðàçäåëàòüñÿ òàê
æå, êàê â ïåðâîì ðåøåíèè.

4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =
∑∞

n=0 anz
n âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé

äèñê D ⊂ C íà îòêðûòóþ îáëàñòü U ⊆ C. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü U ðàâíà

∞∑
n=1

πn|an|2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü z = x+ iy, âåùåñòâåííûé ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f òîãäà ðàâåí
|f ′|2 è ïëîùàäü U ñ÷èòàåòñÿ êàê èíòåãðàë ïî åäèíè÷íîìó äèñêó∫

D

|f ′|2 dxdy.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå êàê êâàäðàò L2-íîðìû f ′(z) =∑∞
n=1 nanz

n−1, òî íàì íàäî ïîñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ zn è zm, òî åñòü∫

znzm dxdy =

∫ 1

r=0

∫ 2π

ϕ=1

rn+m+1ei(n−m)ϕ drdϕ =
2π

n+m+ 2
δnm.

Òî åñòü zn è zm îðòîãîíàëüíû ïðè n 6= m, à ïðè n = m êâàäðàò íîðìû âûðà-
æåíèÿ nzn−1 áóäåò ðàâåí πn. Îòñþäà è ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ êâàäðàòà íîðìû
f ′.



5. Ïóñòü ôóíêöèÿ u : Rn → R äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ñòðîãî
âûïóêëà, òî åñòü u((1− t)x+ ty) < (1− t)u(x) + tu(y) äëÿ ëþáûõ x 6= y ∈ Rn è
0 < t < 1. Äîêàæèòå, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ x : [0, 1]→ Rn

ẍ = ∇u(x), x(0) = a, x(1) = b

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ a, b ∈ Rn.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé
ôóíêöèîíàëà

S(x) =

∫ 1

0

ẋ2

2
+ u(x) dt,

ïðî êîòîðûé âàæíî çíàòü, ÷òî îí ñòðîãî âûïóêëûé ïî x, òî åñòü ïðè íàëè÷èè
äâóõ ðàçëè÷íûõ êàíäèäàòîâ íà ðåøåíèÿ x, y : [0, 1] → Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ìû èìååì

S((1− t)x+ ty) < (1− t)S(x) + tS(y)

ïðè 0 < t < 1. Ïóñòü òåïåðü x è y ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöè-
îíàëà, òîãäà è ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé f(t) = S((1 − t)x + ty) áóäåò èìåòü
êðèòè÷åñêèå òî÷êè â 0 è 1, íî ýòî íåâîçìîæíî äëÿ ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè
îäíîé ïåðåìåííîé.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèâ íàëè÷èå äâóõ ðàçíûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è,
âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè íåðàâåíñòâîì

(∇u(x1)−∇u(x2)) · (x1 − x2) > 0

äëÿ ëþáûõ x1 6= x2. Òîãäà âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ ðåøåíèé
ïîëó÷èì

ẍ1−ẍ2 = ∇u(x1)−∇u(x2)⇒ (ẍ1−ẍ2)·(x1−x2) = (∇u(x1)−∇u(x2))·(x1−x2) > 0

â òî÷êàõ, ãäå x1 íå ñîâïàäàåò ñ x2. Ïîëîæèì y = x1−x2 è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì∫ 1

0

ÿ · y dt = yẏ|10 −
∫ 1

0

ẏ2 dt > 0.

Îäíàêî, y(0) = y(1) = 0, à çíà÷èò âûõîäèò

−
∫ 1

0

ẏ2 dt < 0

� ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îäíî ðåøåíèå îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ. Äëÿ ýòî-
ãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë S(x) îãðàíè÷åí ñíèçó ïðè äàííûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ è ðàññìîòðåòü ñëàáûé ïðåäåë (â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1,2) òðàåê-
òîðèé, çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äëÿ êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ìèíèìàëüíîìó. Ïîòîì
íàäî äîêàçàòü, ÷òî ýòà ïðåäåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â îáû÷íîì ñìûñëå. Òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè
÷èòàòåëü ìîæåò ïîïðîáîâàòü âîññòàíîâèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.


