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1�2 ÊÓÐÑ

1. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî å¼ çíà÷åíèÿ â ðàöè-
îíàëüíûõ òî÷êàõ èððàöèîíàëüíû, à â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ðàöèîíàëüíû?

Îòâåò: íåò.

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé, çíà÷èò å¼ ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé � òîæå îòðåçîê. Íà ýòîì îòðåçêå ëåæèò êîíòèíóóì èððàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë, íî èððàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþòñÿ òîëüêî â ðàöèî-
íàëüíûõ òî÷êàõ, êîòîðûõ ñ÷¼òíîå ÷èñëî. Òàê êàê ìîùíîñòü êîíòèíóóìà ñòðîãî
áîëüøå, ÷åì ñ÷¼òíàÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ó ìíîãî÷ëåíà p(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âñå êîðíè (äåéñòâè-
òåëüíûå è êîìïëåêñíûå) ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ìíîãî÷ëåí q(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, äåëÿùèéñÿ íà p(x), ó
êîòîðîãî ìîäóëü ñâîáîäíîãî ÷ëåíà áîëüøå ñóììû ìîäóëåé îñòàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ.

Ðåøåíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p(x) =
∏

i(1 − x/ci), ãäå ci � âñå êîìïëåêñíûå
êîðíè ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè, ó íåãî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí 1. Òîãäà ïîäõîäèò
ìíîãî÷ëåí q(x) =

∏
i(1 − xn/cni ) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n: ó íåãî áóäåò íå

áîëüøå, ÷åì 2d íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ (d � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà), òî åñòü
èõ êîëè÷åñòâî íå áóäåò çàâèñåòü îò n. Ñâîáîäíûé ÷ëåí áóäåò âñåãäà ðàâåí 1, à
îñòàëüíûå ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

3. Â ýëëèïñå E ïðîâåäåíà õîðäà AB, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð E. ×åðåç êàæäóþ
òî÷êó X íà èíòåðâàëå AB ïðîâåä¼ì äðóãóþ õîðäó CD ýëëèïñà E òàê, ÷òî
CX = DX. Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå CD ïðè ìåíÿþùåéñÿ òî÷êå
X êàñàþòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïàðàáîëû.

Ðåøåíèå. Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñäåëàåì E îêðóæíîñòüþ. Òîãäà ïðÿìàÿ
` = CD îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ` ⊥ XO è ` 3 X, ãäå O � öåíòð E. Ïðîâåä¼ì
ïàðàáîëó ñ ôîêóñîì O, êàñàþùóþñÿ AB ñâîåé âåðøèíîé. Òîãäà äèðåêòðèñà ïà-
ðàáîëû d ïîëó÷àåòñÿ èç ïðÿìîé AB ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì O è êîýôôèöèåíòîì
2. Êîãäà X äâèæåòñÿ ïî AB, òî÷êà Y , îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

OY = 2OX

äâèæåòñÿ ïî äèðåêòðèñå. Òî÷êà Z íà ïàðàáîëå, ëåæàùàÿ íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè
îò O è Y , áóäåò îáëàäàòü òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ZX � áèññåêòðèñà óãëà OZY , ïî
îïðåäåëåíèþ ïàðàáîëû ÷åðåç ôîêóñ è äèðåêòðèñó. Òîãäà èç ðàâíîáåäðåííîñòè
4OZY ìû òàêæå ïîëó÷èì, ÷òî OX ⊥ ZX, òî åñòü ` = ZX, à èç îïòè÷åñêîãî
ñâîéñòâà ïàðàáîëû � ÷òî ZX êàñàåòñÿ ïàðàáîëû.



4. Ïðåäïîëîæèì, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T : C∞(R)→ C∞(R) êîììóòèðóåò ñ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì è óìíîæåíèåì ôóíêöèè íà x. Äîêàæèòå, ÷òî T � ýòî óìíî-
æåíèå íà êîíñòàíòó, òî åñòü T (f) = cf äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c è ëþáîé
f ∈ C∞(R).

Êîììåíòàðèé. Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ äâóõ ôóíêöèé f
è g è äâóõ ÷èñåë a è b

T (af + bg) = aT (f) + bT (g).

C∞(R) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî T êîììóòèðóåò ñ óìíîæåíèåì íà ìíîãî÷ëåíû, è â ÷àñò-
íîñòè íà x− a. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè f(a) = 0 òî

f(x) = (x− a)g(x)

äëÿ íåêîòîðîé g ∈ C∞(R). Òîãäà

Tf = (x− a)Tg,

òî åñòü Tf òîæå îáðàùàåòñÿ â íóëü â a. Ïóñòü òåïåðü f ∈ C∞(R) è T1 = c(x).
Ïîäåéñòâóåì îòîáðàæåíèåì T íà g(x) = f(x) − f(a) · 1, ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ
îáðàùàåòñÿ â íóëü â a, è çíà÷èò Tg òîæå äîëæíà îáðàòèòüñÿ â íóëü â a, òî åñòü

Tf(a)− f(a)c(a) = 0.

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî a, òî íà ñàìîì äåëå

Tf(x) = c(x)f(x),

òî åñòü îòîáðàæåíèå T ñâîäèòñÿ ê ïîòî÷å÷íîìó óìíîæåíèþ íà ãëàäêóþ ôóíê-
öèþ c(x). Òåïåðü ïðèìåíèì êîììóòèðîâàíèå ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì

0 = T (0) = T (1′) = c(x)′,

ñëåäîâàòåëüíî, c(x) íà ñàìîì äåëå êîíñòàíòà.

Çàìå÷àíèå.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî òî æå âåðíî ñ çàìåíîé C∞(R) íà ïðîñòðàíñòâî
Øâàðöà S(R), ÷òî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ôîðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå íà ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà, âçÿâ T = F ◦ F−1.

5. Â òð¼õìåðíîì êóáå åäèíè÷íîãî ðàçìåðà äàíû 2n òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè
ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû òàê, ÷òî ñóììà êóáîâ ðàññòîÿíèé â ïàðàõ áóäåò íå áîëåå
200.



Ðåøåíèå. Äàâàéòå ñíà÷àëà ðàçîáü¼ì òî÷êè íà ïàðû {Ai, Bi}ni=1 òàê, ÷òîáû ñóì-
ìà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé

∑
i |AiBi|2 áûëà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ÷åòâ¼ðêó òî÷åê, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ýòîA1, B1, A2, B2.
Òîãäà èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè

|A1B1|2 + |A2B2|2 ≤ |A1A2|2 + |B1B2|2

è
|A1B1|2 + |A2B2|2 ≤ |A1B2|2 + |B1A2|2,

äàëåå, èñïîëüçóÿ îäèíàêîâûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òî÷åê è èõ ðàäèóñîâ âåêòîðîâ:

(A1, B1) + (A2, B2) ≥ (A1, A2) + (B1, B2) (1)

è
(A1, B1) + (A2, B2) ≥ (A1, B2) + (B1, A2). (2)

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

|A1 +B1 − A2 −B2|2 ≥ |A1B1|2 + |A2B2|2, (3)

ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê îíî ïðåâðàùàåòñÿ â

4(A1, B1) + 4(A2, B2) ≥ 2(A1, A2) + 2(B1, B2) + 2(A1, B2) + 2(B1, A2),

÷òî ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì (1) è (2).

Äàëåå, èç (3) âûâîäèì∣∣∣∣A1 +B1 − A2 −B2

2

∣∣∣∣2 ≥ 1

8
(|A1B1|+ |A2B2|)2.

Åñëè îáîçíà÷èòü di = |AiBi|, òî ÷òî îçíà÷àåò âîîáùå, ÷òî øàðû ðàäèóñîâ 1
2
√
2
di

ñ öåíòðàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåðåäèíàõ îòðåçêîâ AiBi ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ. Ñóììà îáú¼ìîâ ýòèõ øàðîâ ðàâíà

4π

3

n∑
i=1

d3i
16
√

2
=

π

12
√

2

n∑
i=1

d3i .

Íî êàæäûé èç øàðîâ èìååò ðàäèóñ íå áîëåå
√
3

2
√
2
≤ 1, ñëåäîâàòåëüíî îíè ëåæàò

â êóáå ñ ðåáðîì 3 è òîãäà âûõîäèò

π

12
√

2

n∑
i=1

d3i ≤ 27,

òî åñòü
n∑
i=1

d3i ≤
324
√

2

π
≤ 200.
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1. Ó ìíîãî÷ëåíà p(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âñå êîðíè (äåéñòâè-
òåëüíûå è êîìïëåêñíûå) ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ìíîãî÷ëåí q(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, äåëÿùèéñÿ íà p(x), ó
êîòîðîãî ìîäóëü ñâîáîäíîãî ÷ëåíà áîëüøå ñóììû ìîäóëåé îñòàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ.

Ðåøåíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p(x) =
∏

i(1 − x/ci), ãäå ci � âñå êîìïëåêñíûå
êîðíè ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè, ó íåãî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí 1. Òîãäà ïîäõîäèò
ìíîãî÷ëåí q(x) =

∏
i(1 − xn/cni ) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n: ó íåãî áóäåò íå

áîëüøå, ÷åì 2d íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ (d � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà), òî åñòü
èõ êîëè÷åñòâî íå áóäåò çàâèñåòü îò n. Ñâîáîäíûé ÷ëåí áóäåò âñåãäà ðàâåí 1, à
îñòàëüíûå ÷ëåíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí P (z) îò êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = x + iy ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî

|P (z)| = x4 + 2x2y2 + y4 + x2 + y2?

Îòâåò: íåò.

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (z) èìååò íóëü êðàòíîñòè 2 â íóëå. Òîãäà
Q(z) = P (z)/z2 � òîæå ìíîãî÷ëåí è

|Q(z)| = x2 + y2 + 1.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî Q íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è ó íåãî íåò êîðíåé � ïðîòè-
âîðå÷èå.

3. Ïóñòü ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè f : Q → C îáðàç åäèíè÷íîãî êâàäðàòà Q
èìååò ïëîùàäü S, è ïóñòü I è J � äâå åãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Äîêàæèòå,
÷òî dist(f(I), f(J)) ≤

√
S

Êîììåíòàðèé. dist � ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü

I = {z = x+ iy : x = 0, y ∈ [0, 1]}, J = {z = x+ iy : x = 1, y ∈ [0, 1]}.

Óñëîâèå íà ïëîùàäü îçíà÷àåò, ÷òî∫
Q

|f ′(z)|2dxdy = S.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì y0 áóäåò∫ 1

x=0

|f ′(x+ iy0)|2dx ≤ S.



Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî âûõîäèò, ÷òî∫ 1

x=0

|f ′(x+ iy0)|dx ≤
√
S,

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàç îòðåçêà {z = x + iy : y = y0, x ∈ [0, 1]} ïðè îòîá-
ðàæåíèè f èìååò äëèíó íå áîëåå

√
S. Î÷åâèäíî, ýòîò îáðàç ñîåäèíÿåò f(I) è

f(J).

4. Ïóñòü f � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà åäèíè÷íîì êðóãå. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà
êðèâîé Γr = {f(reiϕ)}2πϕ=0 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì r ∈ [0, 1).

Ðåøåíèå. Çàïèøåì äëèíó êðèâîé:

|Γr| =
∫ 2π

0

r|f ′(reiϕ)| dϕ.

Ìû äîêàæåì, ÷òî íå òîëüêî |Γr|, íî è

|Γr|
r

=

∫ 2π

0

|f ′(reiϕ)| dϕ

âîçðàñòàåò. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(z) = |f ′(z)| � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ, òî åñòü å¼
çíà÷åíèå â ëþáîé òî÷êå z íå áîëåå ñðåäíåãî ïî ëþáîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
z. Òàêæå ïðè ëþáîì ϕ ôóíêöèÿ ρ(zeiφ), î÷åâèäíî, ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ. Óñëîâèå
ñóáãàðìîíè÷íîñòè ëèíåéíî è îäíîðîäíî, ñëåäîâàòåëüíî óñðåäíåíèå ñóáãàðìî-
íè÷åñêèõ ôóíêöèé äà¼ò ñóáãàðìîíè÷åñêóþ, òî åñòü

ρ̄(z) =

∫ 2π

0

ρ(zeiϕ) dϕ

� òîæå ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Íî ρ̄(z) óæå íå çàâèñèò îò àðãóìåíòà z
è |Γ|z|| = ρ̄(z). Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî îíà äîëæíà âîçðàñòàòü ñ ðîñòîì |z|.

5. Íàçîâ¼ì ïåðåñòàíîâêó a1, a2, . . . , an ÷èñåë 1, 2, . . . , n ïèëîîáðàçíîé, åñëè

(ai − ai−1)(ai − ai+1) > 0 ïðè âñåõ i = 2, . . . , n− 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç An êîëè÷åñòâî òàêèõ ïèëîîáðàçíûõ ïåðåñòàíîâîê äëèíû n.
Ïóñòü ε � ÷èñëî ìåæäó 0 è π/2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n âåðíî íåðàâåíñòâî

An ≤
n!

(π/2− ε)n
.



Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ÷èñëî ïèëîîáðàçíûõ ïåðåñòàíîâîê, ó êîòîðûõ
a2 > a1 (åñëè a2 åñòü). Î÷åâèäíî, Bn = An/2 ïðè n ≥ 2, íî äëÿ Bn íàì áóäåò
óäîáíåå âûâåñòè ôîðìóëó. ßñíî òàêæå, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü äëÿ Bn.

Ïîçèöèÿ åäèíèöû â ïåðåñòàíîâêå ðàçäåëÿåò âñå îñòàëüíûå ÷èñëà íà òî, ÷òî
ñòîèò ñëåâà, è òî, ÷òî ñòîèò ñïðàâà îò åäèíèöû: {2, . . . , n} = I ∪ J ; è êàæäîå èç
ìíîæåñòâ I è J ïèëîîáðàçíî ïåðåñòàâëåíî ñ èçâåñòíûì ïîðÿäêîì âîçðàñòàíèÿ
è óáûâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ïðè n ≥ 2 ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
(ñ÷èòàÿ B0 = 1 è B1 = 1):

An = 2Bn =
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
BiBn−1−i.

Îáîçíà÷èâ

f(x) =
∑
n≥0

Bn

n!
xn,

ïîëó÷àåì èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

2f ′(x) = f(x)2 + 1.

Ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ f(1) = 1,
íàõîäèì:

f(x) = tg
(x

2
+
π

4

)
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà � π/2, ïîñêîëüêó áëè-
æàéøàÿ îñîáàÿ òî÷êà � ýòî π/2. Òåïåðü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
ôîðìóëû Êîøè�Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè.


