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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû î òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà k-ïëîñêîñòåé
â Rn, áëèçêèå ê òåîðåìå Áîðñóêà-Óëàìà î ïîêðûòèÿõ ñôåðû è øàðà. Èç ýòèõ ðåçóëü-
òàòîâ âûâîäÿòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé
äëÿ ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ Rn è ðåçóëüòàòû î äåëåíèè ìåð ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

ÓÄÊ 514.17, 514.172

1. Ââåäåíèå

Ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêè êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, àíàëîãè êîòîðûõ áóäóò äîêà-
çàíû â ýòîé ðàáîòå. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Áîðñóêà-Óëàìà î ïîêðûòèÿõ ñôåðû [1].

Òåîðåìà (Òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà). Åñëè ñôåðà Sn ïîêðûòà n+1-ì çàìêíóòûì ìíî-
æåñòâîì X1, . . . , Xn+1, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç Xi ñîäåðæèò ïàðó äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê íà ñôåðå.

Ìîæíî òàêæå ïðèâåñòè âàðèàíò ýòîé òåîðåìû äëÿ ïîêðûòèé øàðà.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ ïîêðûòèé øàðà). Ïóñòü øàð Bn ïîêðûò çà-
ìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè X1, . . . , Xn+1, ïðè÷¼ì ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîãî Xi ñ ãðàíèöåé
∂Bn íå ñîäåðæàò äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå ìíî-
æåñòâ Xi íåïóñòî.

Â ýòîé ðàáîòå òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ ïîêðûòèé áóäåò îáîáùåíà è ïðèìåíåíà
ê êîíêðåòíûì êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâàì k-ïëîñêîñòåé.
Ñôîðìóëèðóåì äðóãóþ èçâåñòíóþ òåîðåìó î ïåðåñå÷åíèè âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ

Rn � òåîðåìó Õåëëè [2].

Òåîðåìà (Òåîðåìà Õåëëè). Ïóñòü F � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
â Rn. Òîãäà ñåìåéñòâî F èìååò îáùóþ òî÷êó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå
ïîäñåìåéñòâî G ⊆ F ñ ðàçìåðîì |G| ≤ n+ 1 èìååò îáùóþ òî÷êó.

2000 Mathematics Subject Classification. 52A35,55M30,55M35.
Key words and phrases. òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà, ïëîñêèå òðàíñâåðñàëè, òåîðåìû òèïà Õåëëè.
Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ MK-1005.2008.1, ÀÂÖÏ ¾Ðàçâèòèå
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¾Äèíàñòèÿ¿.

1



2 Ð.Í. ÊÀÐÀÑ�Â

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå îáîáùåíèå òåîðåìû Õåëëè, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â
ýòîé ðàáîòå, ñì. [3].

Òåîðåìà (Öâåòíàÿ òåîðåìà Õåëëè). Ïóñòü F1, . . . ,Fn+1 � ñåìåéñòâà âûïóêëûõ êîì-
ïàêòîâ â Rn. Ïóñòü òàêæå äëÿ âñÿêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé {Xi ∈ Fi}n+1

i=1 ïå-

ðåñå÷åíèå
⋂n+1

i=1 Xi íåïóñòî. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i ïåðåñå÷åíèå
⋂
Fi íåïóñòî.

Òåîðåìà Õåëëè äà¼ò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåé òî÷êè ñåìåéñòâà âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåé òî÷êè âñåõ ïîäñåìåéñòâ ôèêñèðîâàííîãî
ðàçìåðà. Â ýòîé ðàáîòå â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ïëîñêîñòè
äàííîé ðàçìåðíîñòè, ïåðåñåêàþùåé äàííîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ. Ââåä¼ì îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. k-ïëîñêîñòüþ â Rn íàçîâ¼ì àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k
â Rn.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè k-ïëîñêîñòü L ïåðåñåêàåò êàæäîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà F , òî
L íàçûâàåòñÿ (ïëîñêîé) k-òðàíñâåðñàëüþ ñåìåéñòâà F .

Ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè k-òðàíñâåðñàëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿ-
ìîãî àíàëîãà òåîðåìû Õåëëè íåò, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè ìîäèôèöè-
ðîâàòü èñõîäíûå óñëîâèÿ è âûâîä â òåîðåìàõ òèïà Õåëëè, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [4, 5],
â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ òàêèå òåîðåìû.
Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ (ñì. [6, 7]) î ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëÿõ, êîòîðûé

îáîáùàåò òåîðåìó Õåëëè.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Õîðíà-Êëè). Äëÿ íàòóðàëüíûõ 1 ≤ k ≤ d è ñåìåéñòâà F âûïóê-
ëûõ êîìïàêòîâ â Rd, ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) Êàæäûå k ìíîæåñòâ èç F èìåþò îáùóþ òî÷êó;
2) Êàæäàÿ ïëîñêîñòü êîðàçìåðíîñòè k − 1 â Rd èìååò òðàíñëÿò, ïåðåñåêàþùèé

âñå ìíîæåñòâà F ;
3) Êàæäàÿ ïëîñêîñòü êîðàçìåðíîñòè k â Rd ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè êîðàçìåð-

íîñòè k − 1, ïåðåñåêàþùèé âñå ìíîæåñòâà F .

Â ðàçäåëå 8 ýòîé ðàáîòû äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå òåîðåìû îá îáùèõ òðàíñâåðñàëÿõ,
áëèçêèå ê öâåòíîé òåîðåìå Õåëëè è òåîðåìå Õîðíà-Êëè. Òàêæå â ðàçäåëå 7 äîêàçû-
âàþòñÿ òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà, äàþùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
òðàíñâåðñàëè ñåìåéñòâà èç n+ 1 ìíîæåñòâà â Rn.
Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò î äåëåíèè ìåð (ñì. [8, 9]), ÿâëÿþùèéñÿ ñëåäñòâèåì òåîðå-

ìû Áîðñóêà-Óëàìà.

Òåîðåìà (Òåîðåìà �î áóòåðáðîäå�). Ïóñòü íà Rd çàäàíû d àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1, . . . , µd. Òîãäà íàéä¼òñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊂ Rd òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , d

µi(H) = 1/2.

Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîäåëèòü ìåðû íå ïîïîëàì, èíà÷å ãîâîðÿ,
íàéòè äëÿ çàäàííûõ (α1, . . . , αd) ∈ [0, 1]d òàêîå ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊆ Rd, ÷òî µi(H) =
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αi äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , d. Â ðàáîòàõ [10, 5, 11] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî,
÷òîáû íîñèòåëè ìåð áûëè âïîëíå îòäåëèìû, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî âûáîðà ïî îäíîé
òî÷êå xi â íîñèòåëå µi, íàáîð (x1, . . . , xd) áûë àôôèííî íåçàâèñèìûì.
Â ðàçäåëå 6 èçó÷àþòñÿ âîïðîñû äåëåíèÿ ìåð ãèïåðïëîñêîñòÿìè, äîêàçûâàåòñÿ óñè-

ëåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà è äðóãèå ðåçóëüòàòû.

2. Òåîðåìû î êàíîíè÷åñêîì ðàññëîåíèè íàä ãðàññìàíèàíîì

Â ýòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû î êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå k-ïëîñêîñòåé
â Rn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèé î òðàíñ-
âåðñàëÿõ è äåëåíèè ìåð.
Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíî [n] = {1, 2, . . . , n}.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâà X è Y ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L îòäåëèìû, åñëè íàé-
ä¼òñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå áîëåå 1) l : L→ R òàêàÿ, ÷òî l(X) < 0
è l(Y ) > 0.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâà F è G ïîäìíîæåñòâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L îòäåëèìû,
åñëè íàéä¼òñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ l : L → R òàêàÿ, ÷òî l(X) < 0 äëÿ ëþáîãî X ∈ F è
l(Y ) > 0 äëÿ ëþáîãî Y ∈ G.

Îïðåäåëåíèå. Äâà ñåìåéñòâà îòðåçêîâ íà ïðÿìîé A è B íàçîâ¼ì âûðàâíåííûìè, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç àëüòåðíàòèâ:
1) âñå ïðàâûå êîíöû A ïîïàëè â îäíó è òó æå òî÷êó a, âñå ëåâûå êîíöû B ïîïàëè

â îäíó è òó æå òî÷êó b, è ëèáî a ëåâåå b, ëèáî âñå îòðåçêè ñåìåéñòâà A ∪ B ñîäåðæàò
îòðåçîê [ba];
2) âñå ïðàâûå êîíöû B ïîïàëè â îäíó è òó æå òî÷êó b, âñå ëåâûå êîíöû A ïîïàëè

â îäíó è òó æå òî÷êó a, è ëèáî b ëåâåå a, ëèáî âñå îòðåçêè ñåìåéñòâà B ∪A ñîäåðæàò
îòðåçîê [ab].

Îáîçíà÷èì çà γk
n êàíîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä ãðàññìàíèàíîì Gk

n, òî åñòü ìíîæå-
ñòâîì k-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn.
Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü âûïóêëîãî êîìïàêòà îò ïàðàìåòðà äàëåå ïîíèìàåòñÿ â

ñìûñëå ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì n + 1 çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî V1, V2, . . . , Vn+1 â γ1
n, äëÿ

êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå Vi ñ ëþáûì ñëîåì L ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì îòðåçêîì (âîçìîæíî,
òî÷êîé), íåïðåðûâíî çàâèñÿùèì îò L. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç àëüòåðíàòèâ:
1) íàéä¼òñÿ òàêîé ñëîé L è èíäåêñ i ∈ [n+1], ÷òî Vi∩L ñîäåðæèòñÿ â îñòàëüíûõ

Vj ∩ L;
2) äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà {Vi} íà äâà ñåìåéñòâà F1 è F2 íàéä¼òñÿ òàêîé

ñëîé L, ÷òî ñåìåéñòâà

F1(L) = {U ∩ L : U ∈ F1} è F2(L) = {U ∩ L : U ∈ F2}

âûðàâíåíû â L.
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Î÷åâèäíî, ïàðà âûðàâíåííûõ ñåìåéñòâ ëèáî îòäåëèìà, ëèáî èìååò îáùóþ òî÷êó.
Ïîýòîìó èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò òàêîå óòâåðæäåíèå:

Ñëåäñòâèå 2. Ðàññìîòðèì n+1 çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî V1, V2, . . . , Vn+1 â γ
1
n, äëÿ

êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå Vi ñ ëþáûì ñëîåì L ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì îòðåçêîì (âîçìîæíî,
òî÷êîé), íåïðåðûâíî çàâèñÿùèì îò L. Òîãäà ëèáî ìíîæåñòâà Vi èìåþò îáùóþ òî÷-
êó; ëèáî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà {Vi} íà äâà ñåìåéñòâà F1 è F2 íàéä¼òñÿ
òàêîé ñëîé L, ÷òî ñåìåéñòâà

F1(L) = {U ∩ L : U ∈ F1} è F2(L) = {U ∩ L : U ∈ F2}
îòäåëèìû â L.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k è êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîå-
íèÿ γk

n → Gk
n. Ñíà÷àëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðó òî÷åê íà ãðàíèöå âûïóêëîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn íàçîâ¼ì àíòè-
ïîäàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê K, åñëè èõ ìîæíî çàêëþ÷èòü â ïàðó îïîðíûõ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé ê K ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íîðìàëÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè x è y àíòèïîäàëüíû îòíîñèòåëüíîK òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè àôôèííîãî äèàìåòðà K.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ F â Rn íàçîâ¼ì íåàíòèïîäàëüíûì, åñëè íèêàêîå
V ∈ F íå ñîäåðæèò ïàðû àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê ïî îòíîøåíèþ ê conv

⋃
F .

Äàëåå ïðè ðàññìîòðåíèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà êàæäîì ñëîå
çàäàíà íîðìà ñ ãëàäêèì åäèíè÷íûì øàðîì è ýòà íîðìà íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ñëîÿ.
Â ÷àñòíîñòè, íà γk

n ðàññòîÿíèå ìîæåò áûòü ñòàíäàðòíûì åâêëèäîâûì.

Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì n + 1 êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî V1, V2, . . . , Vn+1 â γk
n, äëÿ

êîòîðûõ ïðè ëþáîì i = 1, . . . , n+1 ïåðåñå÷åíèå Vi∩L íåïóñòî è íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò L â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñëîÿ L ∈ Gk

n ñåìåéñòâî
{Vi ∩ L}n+1

i=1 íåàíòèïîäàëüíî êàê ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ â L. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x
â íåêîòîðîì ñëîå L, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò âñåõ Vi ∩ L.
Òåîðåìà 4. Ðàññìîòðèì n + 1 êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî V1, V2, . . . , Vn+1 â γk

n, äëÿ
êîòîðûõ ïðè ëþáîì i = 1, . . . , n+1 ïåðåñå÷åíèå Vi∩L íåïóñòî è íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò L â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñëîÿ L ∈ Gk

n ñåìåéñòâî
{Vi∩L}n+1

i=1 íåàíòèïîäàëüíî êàê ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ â L è ìíîæåñòâî
(⋃n+1

i=1 Vi

)
∩L

âûïóêëî. Òîãäà ìíîæåñòâà Vi èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ÷àñòè÷íîå ïðîäâèæåíèå ïî ãèïîòåçå î ïîëÿõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ â ðàññëîåíèè γk

n (ñì. [12], Ãèïîòåçà 1 è Òåîðåìà 12).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â ðàññëîåíèè γk
n äàíû m íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé s1, . . . , sm, ïðè÷¼ì

äëÿ âñÿêîãî L ∈ Gk
n ìíîãîãðàííèê P (L) = conv{s1(L), . . . , sm(L)} èìååò íåïóñòóþ

âíóòðåííîñòü. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé ñëîé L ∈ Gk
n è ïàðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îïîðíûõ

ê P (L) ïîëóïðîñòðàíñòâ H1, H2 ⊂ L, ÷òî ìíîæåñòâî H1 ∪ H2 ñîäåðæèò íå ìåíåå
n+ 1 òî÷êè èç {s1(L), . . . , sm(L)}.
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Â ðàçäåëàõ 6, 7, 8 ñîäåðæàòñÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäñòâèé èç âûøåïðèâåä¼ííûõ òåîðåì
è íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðèìåíåíèåì àíàëîãè÷íîé òåõíèêè.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå òîïîëîãè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ

Íàïîìíèì ïàðó îïðåäåëåíèé èç ýêâèâàðèàíòíîé òîïîëîãèè, áîëåå ïîäðîáíîå îáñó-
æäåíèå ìîæíî íàéòè â êíèãå [13].

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà èëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ
äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé. Ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî íåïðåðûâíîå äåéñòâèå ãðóï-
ïûG íàçûâàåòñÿG-ïðîñòðàíñòâîì, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ìåæäóG-ïðîñòðàíñòâàìè,
ïåðåñòàíîâî÷íîå ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G, íàçûâàåòñÿ G-îòîáðàæåíèåì èëè ýêâèâàðè-
àíòíûì îòîáðàæåíèåì. G-ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äåéñòâèå G íà
í¼ì ñâîáîäíî.

Íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ñâîáîäíîå G ïðîñòðàíñòâî EG, òî åñòü
ëþáîå äðóãîå ñâîáîäíîå G-ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ýêâèâàðèàíòíî îòîáðàçèòü â íåãî. Ïðè
ýòîì ñàìî ïðîñòðàíñòâî EG ãîìîòîïè÷åñêè òðèâèàëüíî, à ôàêòîð EG/G îáîçíà÷àåòñÿ
BG. Òàêæå äëÿ âñÿêîãî G-ïðîñòðàíñòâà X è àáåëåâîé ãðóïïû A ìîæíî îïðåäåëèòü
ãðóïïû ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé H∗

G(X,A) = H∗(X ×G EG, A), äëÿ ñâîáîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ èìååì ðàâåíñòâî H∗

G(X,A) = H∗(X/G,A).
Äàëåå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ãðóïïîéG = Z2. Íàïîìíèì, ÷òîH

∗
G(pt, Z2) = H∗(RP∞, Z2) =

Z2[w] = Λ, ãäå dimw = 1. Íàëè÷èå åñòåñòâåííîãî ýêâèâàðèàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ X →
pt äëÿ ëþáîãî Z2-ïðîñòðàíñòâà X äà¼ò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Λ → H∗

G(X,Z2),
îáðàç w ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü w, åñëè ýòî íå âûçûâàåò
ïóòàíèöû. Îáðàçóþùóþ ãðóïïû Z2 áóäåì îáîçíà÷àòü σ.
Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè èñïîëüçóþòñÿ êîãîìîëîãèè ×åõà, òàê êàê â íåêîòîðûõ

ïðèëîæåíèÿõ íàì íóæíî áóäåò èõ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Êîãîìîëîãè÷åñêèì èíäåêñîì Z2-ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîå n òàêîå, ÷òî â H∗

G(X,Z2) ñòåïåíü wn 6= 0, åñëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, òî
èíäåêñ ñ÷èòàåì ðàâíûì ∞. Îáîçíà÷èì èíäåêñ X çà hindX.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíäåêñ íåñâîáîäíîãî Z2-ïðîñòðàíñòâà ðàâåí∞. Èç ñòðîåíèÿ êîãîìî-
ëîãèé RP n ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ n-ìåðíîé ñôåðû ñ äåéñòâèåì Z2 x 7→ −x ðàâåí n.
Íàïîìíèì èçâåñòíóþ ëåììó (îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà):

Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y , òî hindX ≤
hindY .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà è åñòåñòâåííîñòè
êëàññà êîãîìîëîãèé w. Ýòî ñâîéñòâî òàêæå íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîñòüþ èíäåêñà.
Ââåä¼ì åù¼ îäíó ãåîìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ Z2-ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ñâîáîäíîãî Z2-ïðîñòðàíñòâà X âîçüì¼ì ïðîèçâåäåíèå X íà îò-
ðåçîê I = [0, 1] è îïðåäåëèì â íåì äåéñòâèå Z2 ïî ôîðìóëå σ(x, t) = (σ(x), 1 − t).
Òîãäà ïðîñòðàíñòâî X × I ñâîáîäíî è ïóñòü B(X) = (X × I)/Z2. Ìîæíî çàìåòèòü,
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÷òî B(x) ïîëó÷åíî èç X ïðèêëåèâàíèåì îòðåçêà ê êàæäîé ïàðå òî÷åê {x, σ(x)} è ââå-
äåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé òîïîëîãèè íà ýòîì ìíîæåñòâå. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
B(X) → X/Z2, ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì I (à çíà÷èò è ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ).

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå iX : X → B(X) ïî ôîðìóëå iX(x) 7→ (x, 0),
îíî îòîæäåñòâëÿåò X ñ ïðîñòðàíñòâîì ñôåð ðàññëîåíèÿ B(X) → X/Z2. Äàëåå ïîä
âëîæåíèåì X â B(X) âñåãäà áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ îòîáðàæåíèå iX .

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâîB(X) îáëàäàåò äåéñòâèåì Z2 ïî ôîðìóëå (x, t) 7→ (σ(x), t),
ó ýòîãî äåéñòâèÿ åñòü ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê X × {1/2}.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò ëåììó 5.5 èç [14].

Òåîðåìà 6. Åñëè ó Z2-ïðîñòðàíñòâ X è Y hindX = hindY = n, òî äëÿ ëþáîãî
ýêâèâàðèàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îòîáðàæåíèå f ∗ : Hn(Y, Z2) → Hn(X,Z2)
íåòðèâèàëüíî. Êðîìå òîãî, íå ñóùåñòâóåò òàêîãî (íå ýêâèâàðèàíòíîãî, à ïðîñòî
íåïðåðûâíîãî) îòîáðàæåíèÿ h : B(X)→ Y , ÷òî f = h ◦ iX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà â ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè. Çà-
ïèøåì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òîìà

. . .
δX←− Hk(X,Z2)

i∗X←− Hk(B(X), Z2)
π∗

X←− Hk(B(X), X, Z2)
δX←− Hk−1(X,Z2) . . . ,

. . .
δY←− Hk(Y, Z2)

i∗Y←− Hk(B(Y ), Z2)
π∗

Y←− Hk(B(Y ), Y, Z2)
δY←− Hk−1(Y, Z2) . . .

è çàìåòèì, ÷òî f ïîðîæäàåò åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì B(X)→ B(Y ), çíà÷èò ìåæäó
ýòèìè òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè åñòü ãîìîìîðôèçì f ∗, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ ãîìî-
ìîðôèçìàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü ôóíäàìåíòàëüíûå êëàññû Òîìà âH1(B(X), X, Z2)
èH1(B(Y ), Y, Z2)� ýòî uX è uY , à îáðàçû w ∈ H∗

G(pt, Z2) âH
∗(B(X), Z2) èH

∗(B(Y ), Z2)
� ýòî wX è wY , ïðè ýòîì f ∗(uY ) = uX , f

∗(wY ) = wX . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èíäåêñà
π∗Y (uXw

n
X) = wn+1

X = 0 è π∗X(uYw
n
Y ) = wn+1

Y = 0, çíà÷èò åñòü êëàññ v ∈ Hn(Y, Z2),
äëÿ êîòîðîãî δY (v) = uYw

n
Y . Ïðè ýòîì δX(f ∗(v)) = f ∗(δY (v)) = uXw

n
X 6= 0, à çíà÷èò

f ∗(v) 6= 0, òàêèì îáðàçîì ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.
×òîáû äîêàçàòü âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû, çàìåòèì, ÷òî åñëè íàéä¼òñÿ èñêîìîå h, òî

f ∗(v) ∈ Im i∗X è èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òîìà δX(f ∗(v)) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäûäóùåìó àáçàöó. �

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 6 î ïîêðûòèÿõ Z2-ïðîñòðàíñòâà. Ñíà-
÷àëà ââåä¼ì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êè x è σ(x) íåêîòîðîãî Z2-ïðîñòðàíñòâà X íàçîâ¼ì àíòèïîäàëü-
íûìè.

Òåðìèí �àíòèïîäàëüíûé� óæå èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ïàð òî÷åê íà ãðàíèöå âûïóêëîãî
êîìïàêòà. Òåì íå ìåíåå, äàëåå èç êîíòåêñòà âñåãäà ïîíÿòíî, â êàêîì ñìûñëå ýòî ñëîâî
óïîòðåáëÿåòñÿ.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå Z2-ïðîñòðàíñòâî X c hindX = n ïî-
êðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F = {U1, U2, . . . , Un+2}. Ïóñòü íèêàêîå Ui

íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà {Ui} íà
äâà íåïóñòûõ ñåìåéñòâà F1 è F2 íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî x ∈

⋂
F1 è

σ(x) ∈
⋂
F2. Êðîìå òîãî, åñëè ïîêðûòèå F èíäóöèðîâàíî èç íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî

ïîêðûòèÿ G = {V1, V2, . . . , Vn+2} ïðîñòðàíñòâà B(X), òî ñåìåéñòâî G èìååò îáùóþ
òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà W íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M
ïîëîæèì

W (ε) = {x ∈M : dist(x,W ) ≤ ε}.
Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

∃ε > 0 : ∀i = 1, . . . , n+ 2 dist(Ui, σ(Ui)) > 2ε.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n+2 âîçüì¼ì ôóíêöèþ fi, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â 1 íà Ui

è îáðàùàåòñÿ â 0 çà ïðåäåëàìè Ui(ε). Äàëåå íîðìèðóåì ýòè ôóíêöèè, ÷òîáû èõ ñóììà
áûëà ðàâíà 1.
Âîçüì¼ì òåïåðü ôóíêöèè gi(x) = fi(x) − fi(σ(x)). Âìåñòå ôóíêöèè gi äàþò ýêâè-

âàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå g : X → Rn+2, ïðè÷¼ì îáðàç îòîáðàæåíèÿ ëåæèò â ãèïåð-
ïëîñêîñòè H ñ óðàâíåíèåì y1 + . . .+ yn+2 = 0 è íå ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà
ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : X → Sn, â åäèíè÷íóþ ñôåðó ãèïåðïëîñêîñòèH, çàäàííîå
ôîðìóëîé h(x) = g(x)/|g(x)|.
Îòîáðàæåíèå h : X → Sn ýêâèâàðèàíòíî è ïî òåîðåìå 6 îòîáðàæåíèå h∗ : Hn(Sn, Z2)→

Hn(X,Z2) íåòðèâèàëüíî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h ñþðúåêòèâíî.
Âîçüì¼ì ðàçáèåíèå {1, 2, . . . , n + 2} = I1 ∪ I2 è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðàçáèåíèå

{Ui(ε)}n+2
i=1 = F1(ε) ∪ F2(ε). Âîçüì¼ì c =

√
|I1||I2|(n+ 2) è òî÷êó y ∈ Sn òàê, ÷òî å¼

êîîðäèíàòû ðàâíû

yi =
|I2|
c

i ∈ I1 yi = −|I1|
c

i ∈ I2.

Íàéä¼òñÿ x ∈ X òàêàÿ, ÷òî y = h(x), ïîýòîìó x ∈
⋂
F1(ε), σ(x) ∈

⋂
F2(ε). Îòñþäà

ïðè ñòðåìëåíèè ε ê íóëþ èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû.
Ïóñòü òåïåðü ïîêðûòèå ïðîäîëæåíî äî ïîêðûòèÿ B(X), òîãäà ôóíêöèè fi ñîîò-

âåòñòâåííî ïðîäîëæàþòñÿ íà B(X) òàê, ÷òî èõ ñóììó ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíè÷íîé. Òî
åñòü f ìîæíî ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèåì èç X â ãèïåðïëîñêîñòü H1, çàäàííóþ óñëîâèåì
y1 + . . .+ yn+2 = 1. Åñëè îáðàç f ñîäåðæèò òî÷êó ( 1

n+2
, . . . , 1

n+2
), òî, àíàëîãè÷íî ïåðâîé

÷àñòè òåîðåìû, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ìíîæåñòâà {Vi} èìåþò îáùóþ òî÷êó.
Èíà÷å èç f ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå h1 : B(X) → Sn â åäèíè÷íóþ ñôåðó

ïëîñêîñòè H1. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ h è h1|X ãîìîòîïíû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
t ∈ [0, 1] ìîæíî ïîëîæèòü

gt(x) = f(x)− (1− t)f(σ(x)) ht(x) =
gt(x)− t( 1

n+2
, . . . , 1

n+2
)

|gt(x)− t( 1
n+2

, . . . , 1
n+2

)|
,
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òîãäà ht � èñêîìàÿ ãîìîòîïèÿ. Ïî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 6 h (à çíà÷èò è ãîìîòîïíîå
åìó h1) íåëüçÿ ïðîäîëæèòü ñ X íà B(X) � ïðîòèâîðå÷èå. �

Äîêàæåì åù¼ îäíó òåîðåìó î ïîêðûòèÿõ:

Òåîðåìà 8. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå Z2-ïðîñòðàíñòâî X c hindX = n ïî-
êðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F = {U1, U2, . . . , UN}. Ïóñòü íèêàêîå Ui

íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî êîëè-
÷åñòâî ìíîæåñòâ Ui, ñîäåðæàùèõ x èëè σ(x) íå ìåíåå n+ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå çàìåíèì ïîêðûòèå íà íàáîð ôóíêöèé
fi : X → R+. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g(x) = f(x)− f(σ(x)) è ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X íå áîëåå n + 1 êîîðäèíàòû g(x) îòëè÷íî îò
íóëÿ.
Òîãäà c ó÷¼òîì óñëîâèé, ÷òî ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò g(x) ðàâíà 1, à ñóììà

îòðèöàòåëüíûõ ðàâíà −1, g äà¼ò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå X â íåêîòîðûé n− 1-
ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Èíäåêñ n − 1-ìåðíîãî êîìïëåêñà ñî ñâîáîäíûì
Z2-äåéñòâèåì ïî îïðåäåëåíèþ íå ïðåâîñõîäèò n− 1, çíà÷èò ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ
ëåììîé 1. �

Ñôîðìóëèðóåì åù¼ îäíó òåîðåìó, óòî÷íÿþùóþ òåîðåìó Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
î êàòåãîðèè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RP n.

Îïðåäåëåíèå. Èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî U ⊆ X Z2-ïðîñòðàíñòâàX íàçîâ¼ì íåñó-
ùåñòâåííûì, åñëè hindU = 0.

Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñ Z2-ïðîñòðàíñòâà ðàâåí íóëþ (ïðè èñïîëüçîâàíèè êîãîìîëî-
ãèé ×åõà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà â íóëüìåðíóþ ñôåðó.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå Z2-ïðîñòðàíñòâî X c hindX = n ïî-
êðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ íåñóùåñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ

F = {U1, U2, . . . , UN}.

Òîãäà N ≥ n+1 è íåêîòîðûå n+1 ìíîæåñòâ èç ñåìåéñòâà F èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî Ui ó íàñ åñòü Z2-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå fi :
Ui → {−1,+1}. Ïðîäîëæèì fi ýêâèâàðèàíòíî íà X òàê, ÷òîáû îíî áûëî îòëè÷íî
îò íóëÿ òîëüêî â ε-îêðåñòíîñòè Ui. Â èòîãå âñå ôóíêöèè çàäàþò ýêâèâàðèàíòíîå
îòîáðàæåíèå f : X → RN \ {0}, è ìîæíî îïðåäåëèòü ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå
h : X → SN−1 ïî ôîðìóëå h(x) = f(x)/|f(x)|. Ïî ëåììå 1 n ≤ N − 1, òàêèì îáðàçîì
ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
×òîáû äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-

ëîãî ε ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íå áîëåå n êîîðäèíàò ëþáîé òî÷êè h(x) íåíóëåâûå.
Òîãäà îáðàç h ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì n− 1-ìåðíîì ïîäìíîæåñòâå SN−1, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ëåììå 1. �
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Ñôîðìóëèðóåì òàêæå àíàëîã òåîðåìû 7 äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ (ñì. òàêæå
Òåîðåìó 2 èç [15]).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå Z2-ïðîñòðàíñòâà X è Y èìåþò èí-
äåêñû hindX = n, hindY = m, m ≥ n.
Ïóñòü B(X)×B(Y ) ïîêðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F = {Vij}i∈[n+2],j∈[m+2].

Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè πX : B(X)×B(Y )→ B(X), πYB(X)×B(Y )→ B(Y ).
Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i ∈ [n+2] πX(

⋃
j∈[m+2] Vij)∩X íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî-

÷åê è äëÿ ëþáîãî j ∈ [m+2] πY (
⋃

i∈[n+2] Vij)∩Y òàêæå íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ
òî÷åê.
Ïóñòü {ai}i∈[n+2] � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà m + 2.

Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå σ : [m+ 2]→ [n+ 2], ÷òî

∀i ∈ [n+ 2] |σ−1(i)| = ai è
⋂

j∈[m+2]

Uσ(j)j 6= ∅.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîíàäîáèòñÿ îáîáù¼ííàÿ ëåììà Õîëëà [16] î ïà-
ðîñî÷åòàíèÿõ.

Ëåììà 2. Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå ìíîæåñòâîì âåðøèí ðàçáèòî íà V ∪W , ãäå
|V | = n, |W | = m (m ≥ n), è äàíî îòîáðàæåíèå a : V 7→ N, ãäå

∑
v∈V a(v) = m. Ïóñòü

äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî V ′ ⊆ V ìíîæåñòâî âåðøèí èç W , ñîåäèí¼ííûõ õîòü ñ îäíîé
âåðøèíîé èç V ′ èìååò ìîùíîñòü íå ìåíåå

∑
v∈V ′ a(v). Òîãäà íàéä¼òñÿ îòîáðàæåíèå

σ : W 7→ V òàêîå, ÷òî ∀w ∈ W (w, σ(w)) ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì è ∀v ∈ V |σ−1(v)| = a(v).

Ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáû÷íîé ëåììû Õîëëà, åñëè êàæäóþ âåðøèíó v ∈ V
ïðåâðàòèòü â a(v) åå êëîíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7, ïåðåéä¼ì îò
ïîêðûòèé ê ôóíêöèÿì φij : B(X)×B(Y )→ R+ ñ åäèíè÷íîé ñóììîé.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè fi =

∑
j∈[m+2] φij è gj =

∑
i∈[n+2] φij. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 7, îòîáðàæåíèÿ f è g ìîæíî ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèÿìè B(X)×B(Y ) â n+ 1 è
m+ 1-ìåðíûå ñèìïëåêñû ñîîòâåòñòâåííî, è åñëè îáîçíà÷èòü îòîáðàæåíèÿ

iX : B(X)→ B(X)×B(Y ) iX(x) = x× y0

è
iY : B(Y )→ B(X)×B(Y ) iY (y) = x0 × y,

òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

i∗X ◦ f ∗ : Hn+1(∆n+1, ∂∆n+1, Z2)→ Hn+1(B(X), X, Z2))

è
i∗Y ◦ g∗ : Hm+1(∆m+1, ∂∆m+1, Z2)→ Hm+1(B(Y ), Y, Z2))

íåòðèâèàëüíû, à çíà÷èò, ïî ôîðìóëå Êþííåòà, íåòðèâèàëüíî è îòîáðàæåíèå

(f × g)∗ : Hn+m+2(∆n+1 ×∆m+1, ∂
(
∆n+1 ×∆m+1

)
, Z2)→

→ Hn+m+2(B(X)×B(Y ), X ×B(Y ) ∪B(X)× Y, Z2).
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Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f × g ñþðúåêòèâíî. Ðàñ-
ñìîòðèì òîãäà ïðîîáðàç òî÷êè(

a1

m+ 2
, . . . ,

an+2

m+ 2

)
×

(
1

m+ 2
, . . . ,

1

m+ 2

)
∈ ∆n+1 ×∆m+1,

ïóñòü ýòî òî÷êà p. Äëÿ ìàòðèöû {φij(p)} âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Õîëëà, ÷òî,
àíàëîãè÷íî [17], äà¼ò íàì èñêîìîå îòîáðàæåíèå σ. �

4. Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà k-ïëîñêîñòåé

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âñåõ k-ïëîñêîñòåé â Rn. Êàæäîé òàêîé ïëîñêîñòè α ìîæíî
ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåííîå îðòîãîíàëüíîå åé (n−k)-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
g(α) ⊂ Rn è åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ α∩g(α). Òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî k-
ìåðíûõ àôôèííûõ ïëîñêîñòåé îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì γn−k

n êàíîíè÷åñêîãî
ðàññëîåíèÿ íàä ãðàññìàíèàíîì Gn−k

n . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâî
ïëîñêîñòåé íàäåë¼ííûì òîïîëîãèåé γn−k

n .
Â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè äåéñòâóåò Z2 îòîáðàæåíèåì x 7→ −x â êàæäîì ñëîå. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñôåð S(γn−k
n ) è âû÷èñëèì åãî èíäåêñ.

Òåîðåìà 11. hindS(γn−k
n ) = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî S(γn−k
n ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîñòðàíñòâî ïàð

(n, L), ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð, à L � îðòîãîíàëüíîå åìó k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Rn. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå S(γn−k

n ) â (n − 1)-
ìåðíóþ ñôåðó è hindS(γn−k

n ) ≤ n− 1.
ÊîãîìîëîãèèH∗

G(S(γn−k
n ), Z2) âû÷èñëèì êàê êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâàG1,k

n = S(γn−k
n )/Z2,

êîòîðîå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì ïàð (l, L), ãäå l � îäíîìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Rn, à L � îðòîãîíàëüíîå åìó k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ñîïîñòàâëåíèå π : (l, L) 7→ l ïðîåöèðóåò G1,k

n íà RP n−1, ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü,
÷òî îäíîìåðíàÿ îáðàçóþùàÿ w êîãîìîëîãèé H∗(RP n−1, Z2) êàê ðàç è äàñò ïðè îòîá-
ðàæåíèè π∗ ýëåìåíò w ∈ H∗(G1,k

n , Z2), äëÿ êîòîðîãî ìû äîëæíû äîêàçàòü wn−1 6= 0.
Ïðè ïðîåêöèè π ïðîñòðàíñòâî G1,k

n îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì k-ìåðíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ â ñëîÿõ äîïîëíèòåëüíîãî ê êàíîíè÷åñêîìó âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ η →
RP n−1.
Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ F (η) ðàññëîåíèÿ η îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàí-

ñòâîì ôëàãîâ F (Rn), ïðè ýòîì åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ πF : F (η)→ RP n−1 îòîáðàæàåò
ôëàã

0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Ln = Rn

â ïðÿìóþ L1, ðàññìàòðèâàåìóþ êàê ýëåìåíò RP n−1.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà ôëàãîâ ρ : F (η)→ G1,k

n , êîòîðîå îòîáðàæàåò
ôëàã L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Ln â ïàðó èç îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà L1 è îðòîãîíàëüíîãî
äîïîëíåíèÿ ê L1 â Lk+1. Î÷åâèäíî πF = π ◦ ρ. Èçâåñòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîá-
ðàæåíèå π∗F êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè Z2 èíúåêòèâíî. Çíà÷èò è îòîáðàæåíèå
Z2-êîãîìîëîãèé π

∗ èíúåêòèâíî è wn−1 6= 0 â êîãîìîëîãèÿõ G1,k
n . �
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Òàêæå â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó.

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå B(S(γn−k
n )) â ïðîñòðàíñòâî øàðîâ ðàññëîåíèÿ

B(γn−k
n ), òîæäåñòâåííîå íà S(γn−k

n ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïàðà (s, t) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò B(S(γn−k
n )), òî îòîáðàçèì åå

â (1− t)s− ts ∈ B(γn−k
n ), çàìåòèì, ÷òî ïàðà (−s, 1− t) ïåðåéä¼ò â òó æå òî÷êó è òàêèì

îáðàçîì çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèå B(S(γn−k
n ))→ B(γn−k

n ). �

Èç óòâåðæäåíèé ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü S(γn−k
n ) ïîêðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F = {U1, U2, . . . , Un+1}.

Ïóñòü íèêàêîå Ui íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ
ñåìåéñòâà {Ui} íà äâà íåïóñòûõ ñåìåéñòâà F1 è F2 íàéä¼òñÿ òî÷êà c ∈ S(γn−k

n )
òàêàÿ, ÷òî c ∈

⋂
F1 è σ(c) ∈

⋂
F2. Êðîìå òîãî, åñëè ïîêðûòèå F èíäóöèðîâàíî èç

íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ïîêðûòèÿ G = {V1, V2, . . . , Vn+1} ïðîñòðàíñòâà B(γn−k
n ), òî

ñåìåéñòâî G èìååò îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç òåîðåì 7 è 11, äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà âòîðîé ÷àñòè íàäî ïðèìåíèòü ëåììó 3 è èç ïîêðûòèÿ B(γn−k

n ) ïîëó÷èòü ïîêðûòèå
B(S(γn−k

n )). �

Ðàññìîòðèì òàêæå îðèåíòèðîâàííûé ãðàññìàíèàí Gk
n
+
. Íà íåì Z2 äåéñòâóåò ñìåíîé

îðèåíòàöèè. Çàìåòèì, ÷òîGk
n
+ ∼ Gn−k

n
+
, ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ Z2-èíäåêñà îðèåíòè-

ðîâàííîãî ãðàññìàíèàíà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé 2k ≤ n. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
ñóììèðóåò ñâåäåíèÿ îá èíäåêñå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàññìàíèàíà èç ðàáîò [18, 19].

Òåîðåìà 13. Ïóñòü 2k ≤ n è 2s � ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè 2s ≥ n.
1) Åñëè k = 1, òî hindG1

n
+

= hindSn−1 = n− 1;

2) Åñëè k = 2, òî hindGk
n
+

= 2s − 2;

3) Åñëè k > 2, òî ïðè n = 2k = 2s 2s−1 ≤ hindGk
n
+ ≤ 2s − 1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

2s − 2 ≤ hindGk
n
+ ≤ 2s − 1.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ hindGk
n
+ ≥ n− k è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè k = 1 èëè

k = 2 è n = 2s.

5. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î êàíîíè÷åñêîì ðàññëîåíèè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ìîæíî âûáðàòü òàêèå ðàçìåðû øàðà â êàæäîì ñëîå ðàñ-
ñëîåíèÿ γ1

n, ÷òî âñå íàøè ìíîæåñòâà áóäóò ëåæàòü â ïðîñòðàíñòâå øàðîâ B(γ1
n).

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà Ui ïðîñòðàíñòâà ñôåð ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçü-
ì¼ì íåêîòîðóþ òî÷êó s ∈ S(γ1

n), ëåæàùóþ â ñëîå L. Íà êàæäîì îòðåçêå Vi∩L âûáåðåì
ñàìóþ äàëüíþþ îò s òî÷êó fi(s). Ýòè òî÷êè î÷åâèäíî çàâèñÿò îò s íåïðåðûâíî. Òå-
ïåðü îáîçíà÷èì áëèæàéøóþ ê s èç ýòèõ òî÷åê çà f(s), ýòà ôóíêöèÿ òàêæå íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò s. Òîãäà ïîëîæèì

Ui = {s ∈ S(γ1
n) : f(s) = fi(s)}.



12 Ð.Í. ÊÀÐÀÑ�Â

Ýòè ìíîæåñòâà çàìêíóòû. Åñëè êàêîå-òî Ui ñîäåðæèò ïàðó àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê
s, s′ ∈ S(γ1

n), òî îòðåçîê Vi ∩ L óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àëüòåðíàòèâå òåîðåìû.
Èíà÷å ïðèìåíèì òåîðåìó 12. Äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1, 2, . . . , n+

1} = I1 ∪ I2 íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïàðà àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê s, s′ ∈ S(γ1
n), ÷òî

s ∈ ∩i∈I1Ui, s′ ∈ ∩i∈I2Ui.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâà îòðåçêîâ A = {Vi∩L}i∈I1 è B = {Vi∩L}i∈I2 è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
s ëåæèò ëåâåå s′. Òîãäà âñå ïðàâûå êîíöû A ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé a, âñå ëåâûå êîíöû
B ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé b è ëèáî a ëåâåå b, ëèáî âñå îòðåçêè îáîèõ ñåìåéñòâ ñîäåðæàò
[ba]. Òî åñòü ñåìåéñòâà îòðåçêîâ âûðàâíåíû. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Îáîçíà÷èì

Ui = {x ∈ γk
n : x ëåæèò â ñëîå L, dist(x, Vi ∩ L) = min

j=1,...,n+1
dist(x, Vj ∩ L)}.

Èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè Vi ∩ L îò ñëîÿ ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâ Ui. Áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ñôåðû ðàäèóñà R â ðàññëîåíèè γk

n, îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå ñôåð
S(γk

n). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî R ìíîæåñòâà Ui ∩ S(γk
n) íå ñîäåðæàò

àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ìíîæåñòâî Ui ∩S(γk

n) ñîäåðæèò ïà-
ðó àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê Rmxm è −Rmxm äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàäèóñîâ
Rm → +∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî áëèæàéøèå ê Rmxm è −Rmxm òî÷êè îáúåäèíåíèÿ

⋃
Vi

ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå Vi, îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè ym è zm. Èç ñîîáðàæåíèé
êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè xm, ym, zm ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðûì òî÷êàì
x, y, z â ñëîå L. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {Vi ∩ L} èìååò íà ãðàíèöå
ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè ïàðó òî÷åê y, z, ïðèíàäëåæàùóþ îäíîìó è òîìó æå Vi, êðî-
ìå òîãî, ðàññìàòðèâàÿ ïðåäåëû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñôåð ñ öåíòðàìè Rmxm,−Rmxm è
ðàäèóñàìè |Rmxm−ym|, |−Rmxm−zm|, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè, ïîëó-
÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåàíòèïîäàëüíîñòüþ ñåìåéñòâà {Vi ∩ L}. Çíà÷èò, äëÿ äîñòàòî÷íî
íåêîòîðîãî R ìíîæåñòâà Ui ∩ S(γk

n) íå ñîäåðæàò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 12 íàõîäèì îáùóþ òî÷êó ñåìåéñòâà {Ui}, ÷òî â òî÷íîñòè äà¼ò

óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Ïðèìåíèì òåîðåìó 3 è íàéä¼ì òî÷êó x ∈ L, íàõîäÿùó-
þñÿ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò âñåõ Vi ∩ L.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ïîëîæèòåëüíî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî áëèæàé-

øèõ ê x òî÷åê
⋃n+1

i=1 Vi∩L ÷åðåç K. Î÷åâèäíî, K ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè Vi, êðîìå òîãî,

îíî âûïóêëî, ñëåäîâàòåëüíî îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îïîðíîì ê
⋃n+1

i=1 Vi ∩L ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå H. Íî òîãäà ïðîòèâîïîëîæíîå ê H îïîðíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî íå ìîæåò
ñîäåðæàòü òî÷åê íèêàêîãî èç ìíîæåñòâ Vi èç íåàíòèïîäàëüíîñòè ñåìåéñòâà {Vi ∩ L},
òî åñòü íå ìîæåò áûòü îïîðíûì ê

⋃n+1
i=1 Vi ∩ L. �
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî S(γk
n) è îïðåäåëèì â íåì çà-

ìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà

Ui = {(n, L) : L ∈ Gk
n, n ∈ S(L), (n, si(L)) = max

j∈[m]
(n, sj(L))}.

Èç íåïóñòîòû âíóòðåííîñòè P (L) ñëåäóåò íåàíòèïîäàëüíîñòü ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Òå-
ïåðü ïðèìåíèì òåîðåìû 11 è 8 è ïîëó÷èì â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðå-
ìû. �

6. Ðàçáèåíèå ìåð ãèïåðïëîñêîñòÿìè

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì îáîáùåíèå èçâåñòíîé òåîðåìû (ñì. [10, 5, 11]) î òîì, ÷òî
âñÿêèå n + 1 âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rn ëèáî ìîãóò áûòü ïåðåñå÷åíû ãèïåðïëîñêî-
ñòüþ; ëèáî êàæäûå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäñåìåéñòâà ýòîãî ñåìåéñòâà îòäåëèìû
ãèïåðïëîñêîñòüþ. Ñäåëàåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ìåðàõ ìîæ-
íî íàéòè â êíèãå [20].

Îïðåäåëåíèå. Ìåðó µ íà Rn íàçîâ¼ì âåðîÿòíîñòíîé, åñëè µ(Rn) = 1.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ìåðû, äëÿ êîòîðûõ ìåðà ïîëóïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâ-
íî çàâèñèò îò ïîëóïðîñòðàíñòâà, êðàòêî áóäåì íàçûâàòü òàêèå ìåðû íåïðåðûâíûìè.
Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ìåðû â âûøåóêàçàííîì ñìûñëå, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìåðà áûëà
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðó èç íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì
µ è ÷èñëà ε ∈ [0, 1/2) áóäåì íàçûâàòü ìåðîé ñ äîïóñêîì. Äëÿ êðàòêîñòè ïðè ðàññìîò-
ðåíèè íåñêîëüêèõ ìåð µi äîïóñê êàæäîé áóäåì îáîçíà÷àòü ε(µi).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â Rn äàíà ìåðà ñ äîïóñêîì µ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèïåðïëîñ-
êîñòü h ïåðåñåêàåò (ñ äîïóñêîì) ìåðó µ, åñëè h äåëèò Rn íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà H1

è H2 è
µ(H1), µ(H2) ≥ ε(µ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â Rn äàíà ìåðà ñ äîïóñêîì µ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî H ñîäåðæèò (ñ äîïóñêîì) ìåðó µ, åñëè

µ(H) > 1− ε(µ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â Rn äàíû äâà ñåìåéñòâà ìåð ñ äîïóñêàìè M1 è M2. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü h ðàçäåëÿåò (ñ äîïóñêîì) ñåìåéñòâàM1 èM2, åñëè h
äåëèò Rn íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà H1 è H2, äëÿ ëþáîé µ ∈ M1 ïîëóïðîñòðàíñòâî
H1 ñîäåðæèò ñ äîïóñêîì µ è äëÿ ëþáîé µ ∈ M2 ïîëóïðîñòðàíñòâî H2 ñîäåðæèò ñ
äîïóñêîì µ.

Èç ñëåäñòâèÿ 2 âûâåäåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 14. Ïóñòü â Rn äàíî ñåìåéñòâî èç n+1 ìåðû ñ äîïóñêîìM. Òîãäà ëèáî
íàéä¼òñÿ ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ñ äîïóñêîì âñå ìåðûM; èëè äëÿ âñÿ-
êîãî ðàçáèåíèÿM íà äâà íåïóñòûõ ñåìåéñòâàM1 èM2 íàéä¼òñÿ ãèïåðïëîñêîñòü,
êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò ñ äîïóñêîìM1 èM2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ÅñëèM = {µ1, µ2, . . . , µn+1}, òî îáîçíà÷èì çà Vi ìíîæåñòâî ãèïåð-
ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ ñ äîïóñêîì µi. Ïðèìåíÿÿ ê ýòèì ìíîæåñòâàì ñëåäñòâèå 2,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Äîêàæåì åù¼ îäíó òåîðåìó, îáîáùàþùóþ ðåçóëüòàò ðàáîòû [21].

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî èç n ìåð ñ äîïóñêîì {µi}ni=1 â Rn. Îáîçíà÷èì
çà X ⊆ γ1

n ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ ñ äîïóñêîì âñå ýòè ìåðû è
ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ p : X → G1

n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî
ìåð ñ äîïóñêîì {µi}ni=1 ïëîñêîå, åñëè îòîáðàæåíèå p ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç îòîáðàæåíèå
óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ π : Sn−1 → G1

n, òî åñòü p = π ◦ p̃.

Òåîðåìà 15. Ðàññìîòðèì ïëîñêîå ñåìåéñòâî ìåð ñ äîïóñêîì {µi}ni=1 â Rn è ÷èñëà
{αi} òàêèå, ÷òî ëèáî αi = ε(µi), ëèáî αi = 1 − ε(µi). Â òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò
ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊂ Rn òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n

µi(H) = αi.

Óñëîâèå íà îòîáðàæåíèå p çäåñü îáîáùàåò óñëîâèå îòäåëèìîñòè íîñèòåëåé ìåð èç
Òåîðåìû 1 ðàáîòû [21], òàê êàê ñåìåéñòâî ìåð, íîñèòåëè êîòîðûõ îòäåëèìû, ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêèì ïðè ëþáûõ äîïóñêàõ. Â ôîðìóëèðîâêå ó÷àñòâóþò äîïóñêè, íå ðàâíûå 1/2,
íî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ äîïóñêîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ
ðàâíû 1/2 îíà òîæå âåðíà. Åñëè âñå äîïóñêè ðàâíû 1/2, ìû ïîëó÷àåì �òåîðåìó î
áóòåðáðîäå�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì çà Vi ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ ñ äî-
ïóñêîì ìåðó µi. Äàëüøå áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøèõ øàðîâ B(γ1

n), ñîäåðæàùåå âñå Vi è
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ fi : S(γ1

n)→ B(γ1
n) (i = 1, . . . , n) è f : S(γ1

n)→ B(γ1
n) êàê â äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Òåïåðü îïðåäåëèì çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà U0, U1, . . . , Un ⊆
S(γ1

n).
Âîçüì¼ì ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà X íà G1

n è îáîçíà÷èì åå Y . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
Z = p−1(Y )∩S(γ1

n). Ìíîæåñòâî Z ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì íàêðûòèåì Y è ïî óñëîâèþ íà
îòîáðàæåíèå p íàêðûòèå Z → Y òðèâèàëüíî, òî åñòü Z = Z1 ∪ Z2, ïðè÷¼ì p : Z1 → Y
è p : Z2 → Y � áèåêöèè.
Ïîëîæèì òåïåðü U0 = Z1, è

Ui = {s ∈ S(γ1
n) \ intU0 : f(s) = fi(s)}.

Ìíîæåñòâî U0 íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê ïî ïîñòðîåíèþ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî Ui ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûå òî÷êè s, s

′ ∈ S(γ1
n) â ñëîå L. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå Vi ∩L

ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ Vj ∩ L. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà Vi ∩ L áîëüøå íóëÿ, òàê
êàê ε(µi) < 1/2. Òîãäà p(s) = p(s′) ∈ intY , òî åñòü îäíà èç òî÷åê s, s′ ëåæèò âíóòðè U0

� ïðîòèâîðå÷èå.
Òåïåðü ïîëîæèì I = {0, 1, . . . , n},

I1 = {i = 1, . . . , n : αi = 1− ε(µi)}
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è I2 = I \ I1. Ïðèìåíèâ òåîðåìó 12 âèäèì, ÷òî íàéä¼òñÿ ïàðà àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê
s, s′ ∈ S(γ1

n), äëÿ êîòîðûõ

∀i ∈ I1 f(s) = fi(s), ∀i ∈ I2 \ {0} f(s′) = fi(s
′), s′ ∈ bdU0.

Çíà÷èò, îòðåçêè Vi ∩ L ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé òî÷êå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé äëÿ
i ∈ I1 è ëåâîé äëÿ i ∈ I2\{0}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà òî÷êà îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå
ïîëóïðîñòðàíñòâî, òðåáóåìîå â óñëîâèè. �

7. Òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ ïëîñêîñòåé

Ñäåëàåì îïðåäåëåíèÿ è âûâåäåì ñëåäñòâèå èç òåîðåì 3 è 4.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ l-âûïóêëûì, åñëè åãî ïðîåêöèÿ íà
ëþáîå l-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn âûïóêëà.

Ñëåäñòâèå 16. Åñëè â Rn äàíî íåàíòèïîäàëüíîå ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ F , |F| = n+
1, òî íàéä¼òñÿ k-ïëîñêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ îò âñåõ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà íà ðàâíîì
ðàññòîÿíèè. Åñëè, êðîìå òîãî, îáúåäèíåíèå

⋃
F (n−k)-âûïóêëî, òî ó F ñóùåñòâóåò

k-òðàíñâåðñàëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = {Ki}n+1
i=1 . Îáîçíà÷èì çà Vi ìíîæåñòâî k-ïëîñêîñòåé, ïåðå-

ñåêàþùèõ Ki. Òîãäà ïåðåñå÷åíèÿ Vi∩L � ýòî ïðîñòî ïðîåêöèè Ki íà L, ñëåäîâàòåëüíî
îíè îáðàçóþò íåàíòèïîäàëüíîå ñåìåéñòâî. Ïðèìåíèâ ê Vi òåîðåìû 3 èëè 4, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà X, Y ⊆ Rn. Óêëîíåíèåì X îò Y íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà

δ(X, Y ) = sup
x∈X

dist(x, Y ).

Ñëåäñòâèå 17. Åñëè â Rn äàíî íåàíòèïîäàëüíîå ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ F , |F| =
n+1, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ k-ïëîñêîñòü M , ÷òî óêëîíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà
F îò M îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = {Ki}n+1
i=1 . Îáîçíà÷èì

Vi = {M ∈ γn−k
n : δ(

⋃
F ,M) = δ(Ki,M)}.

Òîãäà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì ðàäèóñå øàðà â ðàññëîåíèè øàðîâ B(γn−k

n ), íèêàêîå Vi íå ñîäåðæèò àíòèïî-
äàëüíûõ òî÷åê â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàññëîåíèè ñôåð S(γn−k

n ). Îòñþäà ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå íåïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ

⋂n+1
i=1 Vi, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Çàìåòèì, ÷òî â ñëåäñòâèÿõ 16 è 17 ðàññòîÿíèå ìîæíî áðàòü â ëþáîé íîðìå ñ ãëàäêèì
åäèíè÷íûì øàðîì.
Èç òîãî, ÷òî hindS(γk

n) = n − 1 ìîæíî âûâåñòè åù¼ îäíî îáîáùåíèå òåîðåìû
Áîðñóêà-Óëàìà. Ñíà÷àëà ñäåëàåì ïàðó îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 ⊂ Rn íàçîâ¼ì k-ïîäñôåðîé âñÿêîå ïåðåñå-
÷åíèå k-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊆ Rn ñ Sn−1.
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Îïðåäåëåíèå. Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 ⊂ Rn íàçîâ¼ì k-ïîëóñôåðîé ïîëîâèíó
íåêîòîðîé k-ïîäñôåðû.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü íà ñôåðå Sn−1 äàíû n îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ V1, . . . , Vn, ïðè-
÷¼ì âñÿêîå Vi ïåðåñåêàåò âñÿêóþ k-ïîäñôåðó. Òîãäà íàéä¼òñÿ k-ïîëóñôåðà, ïåðåñåêà-
þùàÿ âñå ìíîæåñòâà Vi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî k-ïîäñôåð ïàðàìåòðèçóåòñÿ ãðàññìàíèàíîì Gk
n, à ìíî-

æåñòâî k-ïîëóñôåð ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè â ñëîÿõ γk
n, ãðàíèöû êîòî-

ðûõ ñîäåðæàò íà÷àëî êîîðäèíàò, òî åñòü îíî ïàðàìåòðèçóåòñÿ S(γk
n).

Îáîçíà÷èì çà Ui ìíîæåñòâî k-ïîëóñôåð, íå ïåðåñåêàþùèõ Vi. Ýòî ìíîæåñòâî êîì-
ïàêòíî è èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê.
Òàê êàê ïî òåîðåìå 11 hindS(γk

n) = n − 1, òî ïî îáîáù¼ííîé òåîðåìå Áîðñóêà-Óëàìà
ìíîæåñòâà Ui íå ìîãóò ïîêðûòü S(γk

n), èç ÷åãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Òåîðåìà 19. Ïóñòü íà ñôåðå Sn−1 äàíû n+ 1 îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ V1, . . . , Vn+1,
ïðè÷¼ì âñÿêîå Vi ïåðåñåêàåò âñÿêóþ k-ïîäñôåðó. Òîãäà ëèáî íàéä¼òñÿ k-ïîëóñôåðà,
ïåðåñåêàþùàÿ âñå ìíîæåñòâà Vi; ëèáî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ [n + 1] = I1 ∩ I2 íàé-
ä¼òñÿ ïàðà k-ïîëóñôåð H1 è H2, ÿâëÿþùèõñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïîëîâèíêàìè îäíîé
k-ïîäñôåðû, òàêàÿ ÷òî Vi ∩H1 = ∅ äëÿ ëþáîãî i ∈ I1 è Vi ∩H2 = ∅ äëÿ ëþáîãî i ∈ I2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå îáîçíà÷èì çà Ui ìíîæåñòâî k-ïîëóñôåð,
íå ïåðåñåêàþùèõ Vi. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåì 7 è 11. �

8. Òåîðåìû òèïà Õåëëè äëÿ îáùèõ òðàíñâåðñàëåé

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî òåîðåì, áëèçêèõ ê òåîðåìå Õîðíà-Êëè è å¼ îáîáùåíèÿì èç [22].
Â ëè÷íûõ áåñåäàõ Â.Ë. Äîëüíèêîâûì áûëè ñîîáùåíû àâòîðó è äðóãèå, ïîêà íå îïóá-
ëèêîâàííûå, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü â Rn äàíû n + 1 ñåìåéñòâî 1-âûïóêëûõ êîìïàêòîâ {Fi}i∈[n+1].
Ïóñòü â êàæäîì ñåìåéñòâå ëþáûå äâà êîìïàêòà ïåðåñåêàþòñÿ.
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
1) ñåìåéñòâî

⋃
i∈[n+1]Fi èìååò n− 1-òðàíñâåðñàëü;

2) äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ [n + 1] íà äâà ìíîæåñòâà I1 è I2
íàéä¼òñÿ òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü h è íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé Ci ∈ Fi (i ∈ [n + 1]),
÷òî ìíîæåñòâà {Ci}i∈I1 ëåæàò ñ îäíîé ñòîðîíû îò h, à {Ci}i∈I2 ëåæàò ñ äðóãîé
ñòîðîíû îò íå¼.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ âñÿêîé ïðÿìîé l ∈ G1
n çà πl îðòîãîíàëüíóþ ïðîåê-

öèþ íà ýòó ïðÿìóþ è îáîçíà÷èì

Vi(l) =
⋂

C∈Fi

πl(C).

Ýòè ìíîæåñòâà íåïóñòû, òàê êàê â êàæäîì ñåìåéñòâå îòðåçêîâ {πl(C)}C∈Fi
ëþáûå

äâà ïåðåñåêàþòñÿ. Òàêæå ÿñíî, ÷òî îíè íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò l. Îáîçíà÷èì Vi =⋃
l∈G1

n
Vi(l).
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Ïðèìåíèì ê {Vi} ñëåäñòâèå 2. Òîãäà ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà ñëåäñòâèÿ 2 â òî÷íîñòè
ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé àëüòåðíàòèâå äàííîé òåîðåìû.
Èíà÷å äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ [n + 1] = I1 ∪ I2 áóäåì èìåòü ãèïåðïëîñêîñòü h, ðàç-

äåëÿþùóþ {Vi}i∈I1 è {Vi}i∈I2 . Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè íà ïðÿìóþ l ⊥ h, ââåä¼ì íà íåé
íàïðàâëåíèÿ �ñëåâà� è �ñïðàâà�. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà l {Vi}i∈I1 ëåæàò ñëåâà
îò πl(h), à {Vi}i∈I2 ëåæàò ñïðàâà îò πl(h). Òîãäà êàæäûé ïðàâûé êîíåö Vi (i ∈ I1) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì íåêîòîðîãî πl(Ci) (Ci ∈ Fi) è êàæäûé ëåâûé êîíåö Vi (i ∈ I2)
ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì íåêîòîðîãî πl(Ci) (Ci ∈ Fi). Òîãäà {Ci}i∈[n+1] äàþò èñêîìóþ
ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ ðàçáèåíèÿ [n+ 1] = I1 ∪ I2. �

Òåîðåìà 21. Ïóñòü 0 < k < n è â Rn äàíî n−k+1 ñåìåéñòâî {Fi}i∈[n−k+1] âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
1) Íàéä¼òñÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé Ki ∈ Fi, òàêàÿ ÷òî

⋂
i∈[n−k+1]Ki = ∅;

2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå k + 1 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ èìåþò k − 1-
òðàíñâåðñàëü;
3) Íàéä¼òñÿ ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ k-ïëîñêîñòåé {αi}i∈[n−k+1], òàêîå ÷òî äëÿ

âñåõ i ∈ [n− k + 1] αi ÿâëÿåòñÿ k-òðàíñâåðñàëüþ Fi.
Ïðè÷¼ì òðåòüÿ àëüòåðíàòèâà âîçìîæíà òîëüêî åñëè 2k ≤ n, k = 1 èëè k = 2 è

n = 2l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà âîçü-
ì¼ì ëþáîå L ∈ Gn−k

n è ñïðîåöèðóåì íà íåãî âñþ íàøó ñèñòåìó ìíîæåñòâ. Ïî öâåòíîé
òåîðåìå Õåëëè íåêîòîðîå ñåìåéñòâî πL(Fi) èìååò îáùóþ òî÷êó, òàêîé òî÷êå ñîîòâåò-
ñòâóåò íåêîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ L k-òðàíñâåðñàëü äëÿ Fi. Îáîçíà÷èì

Ui = {L ∈ Gk
n

+
:
⋂

πL(Fi) 6= ∅}.

Ïóñòü óñëîâèå (2) íå âûïîëíåíî. Òîãäà âîçüì¼ì ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ìíîæåñòâ
áåç k − 1-òðàíñâåðñàëè (èõ äîëæíî áûòü ðîâíî k + 1) K1, K2, . . . , Kk+1 ∈ Fi. Äëÿ âñÿ-
êîé L ∈ Ui ìîæíî âçÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ L k-òðàíñâåðñàëü α äëÿ Fi è ñðàâíèòü
îðèåíòàöèþ íà α, çàäàâàåìóþ ëþáûì íàáîðîì òî÷åê xi ∈ Ki∩α (i ∈ [k+1]) ñ îðèåíòà-
öèåé α, ñîîòâåòñòâóþùåé îðèåíòàöèè L. Ïî îòðèöàíèþ óñëîâèÿ (2) âñå òàêèå íàáîðû
(x1, . . . , xk+1) çàäàþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ, òàê êàê îíè íå ëåæàò íè â êàêîé
k − 1-ïëîñêîñòè. Åñëè îðèåíòàöèè ñîâïàëè, ïðèïèøåì L çíàê +, èíà÷å ïðèïèøåì −.
Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2) âñå ìíîæåñòâà Ui íåñó-

ùåñòâåííû, òåïåðü ïî òåîðåìå 13 è òåîðåìå 9 âñå Ui äîëæíû èìåòü îáùóþ òî÷êó, ÷òî
ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ (3). Ïî òåîðåìå 13 òàêîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè k = 1 èëè ïðè
k = 2 è n = 2l. �

Â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ñåìåéñòâ íåâåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ n, óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû 21 ìîæíî óòî÷íèòü.

Òåîðåìà 22. Ïóñòü n = 2k + 1 ≥ 3 è â Rn äàíî 2 ñåìåéñòâà F1,F2 âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
1) Íàéä¼òñÿ äâà ïðåäñòàâèòåëÿ K1 ∈ F1, K2 ∈ F2, äëÿ êîòîðûõ K1 ∩K2 = ∅;
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2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå k + 2 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ èìåþò k-
òðàíñâåðñàëü.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü k > 2, 2k < n + 2 è â Rn äàíî k ñåìåéñòâ F1, . . . ,Fk âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî m ≤ n− k + 1 âûïîëíÿåòñÿ

2dlog2 ne ≥ k2dlog2(n−m)e + 2.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
1) Íàéä¼òñÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåéK1 ∈ F1, . . . , Kk ∈ Fk, äëÿ êîòîðûõ

⋂k
i=1Ki =

∅;
2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå m+ 1 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ èìåþò m− 1-

òðàíñâåðñàëü.

Íåðàâåíñòâî â óñëîâèè òåîðåìû 23 âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ñëîæíî, íî áóäåò çàâåäîìî
âûïîëíåíî, åñëè íàïðèìåð n ≥ k(2n− 2m− 1) + 2.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì íàì ïîíàäîáèòñÿ èçâåñòíàÿ ëåììà (ëåììà 5.4 èç [14]).

Ëåììà 4. Äëÿ êîìïàêòíûõ Z2-èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ X è Y íåêîòîðîãî ñâî-
áîäíîãî Z2-ïðîñòðàíñòâà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

hind (X ∪ Y ) ≤ hindX + hindY + 1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 21.

Ëåììà 5. Ïóñòü k + 1 ≤ m ≤ n − 1 è ñåìåéñòâî ñòðîãî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ
F = {K1, K2, . . . , Kk+1} â Rn íå èìååò k − 1-òðàíñâåðñàëè. Òîãäà ìíîæåñòâî îðèåí-
òèðîâàííûõ m-òðàíñâåðñàëåé F ìîæíî Z2-ýêâèâàðèàíòíî îòîáðàçèòü â Gm−k+

n−k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå η → K1 × · · · ×Kk+1 ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ó âñÿêîãî íàáîðà òî÷åê (x1, . . . , xk+1) ∈ K1 × · · · × Kk+1 àôôèííàÿ îáî-
ëî÷êà L(x1, . . . , xk+1) èìååò ðàçìåðíîñòü ðîâíî k, òàê êàê èíà÷å ó F íàøëàñü áû
k − 1-òðàíñâåðñàëü. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî M(x1, . . . , xk+1) = Rn/L(x1, . . . , xk+1) ÿâëÿ-
åòñÿ n− k-ìåðíûì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâîì, è îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ
äà¼ò ðàññëîåíèå η.
Ïðîñòðàíñòâî K1 × · · · ×Kk+1 ñòÿãèâàåìî, çíà÷èò ëþáîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä

íèì òðèâèàëüíî, òî åñòü ìû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

φ : η → Rn−k ×K1 × · · · ×Kk+1

è åãî êîìïîçèöèþ ñ ïðîåêöèåé íà ïåðâîå ñëàãàåìîå

ψ : η → Rn−k.

Îáîçíà÷èì òåïåðü ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ m-òðàíñâåðñàëåé äëÿ F çà T ⊆
γn−m+

n . Äëÿ êàæäîé τ ∈ T ìû ìîæåì íåïðåðûâíî (èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè) ïî τ âû-
áðàòü k + 1 òî÷êó â ïåðåñå÷åíèÿõ

x1(τ) ∈ τ ∩K1 x2(τ) ∈ τ ∩K2, . . . , xk+1(τ) ∈ τ ∩Kk+1.

Îáðàç τ â åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè Rn → M(x1(t), . . . , xk+1(t)) ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðî-
âàííûì m − k-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì M(x1(t), . . . , xk+1(t)), à ïîñëå îòîáðàæåíèÿ
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ψ : M → Rn−k ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì m − k-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rn−k,
÷òî äà¼ò èñêîìîå îòîáðàæåíèå T â Gm−k+

n−k . �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 22. Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ÿñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ñåìåéñòâ ñòðîãî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ãèïåðïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé ñåìåéñòâà Fi

÷åðåç Yi ⊆ γ1+
n . Îáîçíà÷èì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ ýòîãî ìíîæåñòâà íà G1+

n = Sn−1

÷åðåç Xi = πγ(Yi).
Òîãäà, åñëè ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî î÷åâèäíî X1 ∪X2 = Sn−1 è ïî

ëåììå 4 äëÿ îäíîãî èç Xi èìååì

hindXi ≥ k.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ôèêñèðóåì i è ïðåäïîëàãàåì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â Fi

íàéäóòñÿ k + 2 ìíîæåñòâà K1, . . . , Kk+2 áåç k-òðàíñâåðñàëè.
Ïî ëåììå 5 ìíîæåñòâî Yi ýêâèâàðèàíòíî îòîáðàæàåòñÿ â G1+

k = Sk−1 íåêîòîðûì
îòîáðàæåíèåì fi. Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ πγ : Yi → Xi â êà÷åñòâå ñëî¼â èìååò îò-
ðåçêè, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò ñëîÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, πγ|Yi

èìååò (î÷åâèäíî, ýêâè-
âàðèàíòíîå) ñå÷åíèå τi : Xi → Yi. Çíà÷èò ïîëó÷àåì ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå
fi ◦ τi : Xi → Sk−1, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ñâîéñòâàì èíäåêñà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 23. Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ÿñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ñåìåéñòâ ñòðîãî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ.
Îáîçíà÷èì Yi ⊆ γk−1

n
+
� ìíîæåñòâî n− k + 1-òðàíñâåðñàëåé äëÿ Fi, Xi = πγ(Yi) ⊆

Gk−1
n

+
� ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèé. Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ πγ : Yi →

Xi èìååò ñëîåì âûïóêëîå ìíîæåñòâî, íåïðåðûâíî (èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè) çàâèñÿùåå
îò ñëîÿ, è ýòà ïðîåêöèÿ èìååò ñå÷åíèå τi : Xi → Yi.
Òîãäà, åñëè ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïî öâåòíîé òåîðåìå Õåëëè äëÿ

ïðîåêöèé íàøèõ ñåìåéñòâ íà k − 1-ìåðíûå ïëîñêîñòè
⋃k

i=1Xi = Gn−k+1
n

+
.

Åñëè æå íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà, òî ïî ëåììå 5 êàæäîå Yi (à çíà÷èò

è Xi) ìîæíî ýêâèâàðèàíòíî îòîáðàçèòü â Gn−k−m+1
n−m

+
. Ïî ìîíîòîííîñòè èíäåêñà è

òåîðåìå 13

hindXi ≤ 2dlog2(n−m)e − 1.

Òîãäà ïî ëåììå 4 ïîëó÷àåì

hindGn−k+1
n

+ ≤ k2dlog2(n−m)e − 1.

Íî òåîðåìà 13 äà¼ò îöåíêó hindGn−k+1
n

+ ≥ 2dlog2 ne − 2, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ
ñ íåðàâåíñòâîì èç óñëîâèÿ òåîðåìû. �

9. Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Â.Ë. Äîëüíèêîâó çà ñîäåðæàòåëüíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû è çíà÷èòåëüíóþ ïîìîùü ïðè ðåäàêòèðîâàíèè òåêñòà.
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