
ÑÒÓÄÅÍ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ ÌÔÒÈ

04 ÄÅÊÀÁÐß 2016

1�2 ÊÓÐÑ

1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêîâà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

yn =
2016∑
i=0

xn+i, zn =
128∑
i=0

xn+i

ñõîäÿòñÿ. Âåðíî ëè, ÷òî xn ñõîäèòñÿ?

Îòâåò: âåðíî.

Ðåøåíèå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî, ÷òî ÷èñëà a = 2017 è b = 129 âçàèìíî
ïðîñòû. Èç âçàèìíîé ïðîñòîòû ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå a′ è b′, òàêèå
÷òî a′a− b′b = 1. Òîãäà

xn =
a′−1∑
i=0

yn+ai −
b′−1∑
i=0

yn+1+bi

è î÷åâèäíî xn ñõîäèòñÿ, òàê êàê êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ñóììàõ ôèêñèðîâàíî.

2. Äëÿ ÷èñåë x1 < x2 < . . . < xn è îòëè÷íîãî îò íèõ ÷èñëà x äîêàæèòå òîæäåñòâî

1

(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)
=

n∑
i=1

1

x− xi

∏
j 6=i

1

xi − xj

.

Ðåøåíèå. Äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàçëîæåíèå íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè

1

(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)
=

n∑
i=1

ai
x− xi

,

â êîòîðîì ÷èñëî ai ìîæíî íàéòè, äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íà (x − xi) è ïåðåéäÿ ê
ïðåäåëó x→ xi.

3. Ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ãèïåðáîëà îïèñàíû îêîëî òðàïåöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ öåíòðû ýëëèïñà è ãèïåðáîëû, ïàðàëëåëüíà îñè ïàðàáîëû.

Ðåøåíèå. Â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîåäè-
íÿþùàÿ ñåðåäèíû äâóõ ïàðàëëåëüíûõ õîðä ýëëèïñà, ïðîõîäèò ÷åðåç åãî öåíòð.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ãèïåðáîëû. À äëÿ ïàðàáîëû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû äâóõ ïàðàëëåëüíûõ õîä, ïàðàëëåëüíà îñè ïà-
ðàáîëû. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïåðåâåä¼ì òðàïåöèþ â ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî îñè ` àô-
ôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïðè ýòîì ïîíÿòèå öåíòðà êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
íå ìåíÿåòñÿ, è ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîñòè îñè ïàðàáîëû � òîæå.



Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû
òðàïåöèè T , òîæå äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íà, êàê è T . Äåéñòâèòåëüíî, îáðàç
C ïðè ñèììåòðèè, îáîçíà÷èì åãî C ′, îáÿçàí ïðîõîäèòü ÷åðåç âñå âåðøèíû T è
åù¼ ÷åðåç îäíó èëè äâå òî÷êè C ∩ `, ñëåäîâàòåëüíî C è C ′ èìåþò íå ìåíåå ïÿòè
îáùèõ òî÷åê (âîçìîæíî òî÷êà C ∩ ` êîìïëåêñíàÿ) è îáÿçàíû ñîâïàäàòü.

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñå öåíòðû òàêèõ êðèâûõ ëåæàò íà `, ÷òî ðàâíîñèëüíî
òîìó ÷òî ìû õîòèì äîêàçàòü.

4. Ìîæíî ëè èíòåðâàë (a, b) ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ?

Îòâåò: íåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî. Ïóñòü ýòè îòðåçêè � I1, I2, . . . .... Îïðåäå-
ëèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ ïî èíäóêöèè. Ïîëîæèì (a1, b1) =
(a, b). Åñëè îòðåçîê In ïîïàäàåò âíóòðü (an, bn), òî îí ðàçáèâàåò åãî íà äâå ÷à-
ñòè, è íàì íàäî âûáðàòü â êà÷åñòâå (an+1, bn+1) îäíó èç íèõ. Áóäåì âûáèðàòü
â òàêèõ ñëó÷àÿõ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ïîïåðåìåííî. Åñëè îòðåçîê In íå ïåðå-
ñåêàåò (an, bn), òî ïîëîæèì (an+1, bn+1) = (an, bn). Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê In íå
ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êè an èëè bn, òàê êàê ïî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ ýòè
òî÷êè ëèáî ëåæàò çà ïðåäåëàìè (a, b) (òî åñòü ñîâïàäàþò ñ åãî êîíöàìè), ëè-
áî ÿâëÿþòñÿ êîíöîì îäíîãî èç îòðåçêîâ Ik ïðè k < n, êîòîðûé In íå ìîæåò
ïåðåñåêàòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ èíòåðâàë (an, bn) íå ïåðåñåêàåò íè îäèí
îòðåçîê Ik ñ k < n. Ó ïîñòðîåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü ïðåäåëû

a = lim
n→∞

an è b = lim
n→∞

bn

è ïóñòü c = 1/2(a + b). Åñëè a < b, òî c ëåæèò â êàæäîì (an, bn) è îñòà¼òñÿ
íå ïîêðûòîé íè êàêèì Ik. Çíà÷èò, a = b = c è, â ÷àñòíîñòè, ìû óìåíüøàëè
èíòåðâàë (an, bn) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïåðåõîäÿ ïîïåðåìåííî ê åãî ëåâîé èëè
ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an) èëè (bn)
íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ è çíà÷èò c âñ¼ ðàâíî ëåæèò â êàæäîì èíòåðâàëå (an, bn) è
íå ïîêðûâàåòñÿ íè îäíèì èç Ik. Ïðîòèâîðå÷èå.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 2 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå
áîëåå n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç {−1, 0, 1}, èìåþùèé êîðåíü 1 êðàòíîñòè íå ìåíåå⌊√

n
1000 log2 n

⌋
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü íàø ìíîãî÷ëåí P (x) =
∑n

m=0 amx
m, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ åãî

ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = 1 äî d-é âêëþ÷èòåëüíî ïîëó÷èì ñèñòåìó èç d + 1
óðàâíåíèÿ

n∑
m=0

(
m

k

)
am = 0, k = 0, . . . , d.



Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåí P (x) â âèäå ðàçíîñòè Q(x) − R(x)
ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç {0, 1}, òîãäà íàì íàäî ðåøèòü ñèñòåìó

n∑
m=0

(
m

k

)
bm =

n∑
m=0

(
m

k

)
cm, k = 0, . . . , d

äëÿ bm, cm ∈ {0, 1} òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bm) è (cm) áûëè ðàçíûìè.
Çàìåòèì, ÷òî äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (y0, . . . , yn) äëèíû n+1 ðîâíî 2n+1,
îöåíèì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ñóìì(

n∑
m=0

(
m

k

)
ym

)d

k=0

.

Ïåðâàÿ ñóììà ëåæèò îò 0 äî n + 1, âòîðàÿ ëåæèò îò 0 äî
(
n+2
2

)
, òðåòüÿ � äî(

n+3
3

)
è òàê äàëåå, äî

(
n+d+1
d+1

)
äëÿ d-é ñóììû (èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ñóììû

áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ). Êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ òîãäà

d∏
k=0

((
n+ k + 1

k + 1

)
+ 1

)
<

d∏
k=0

(n+ d)k+1 < (n+ d)(d+2)2/2.

Ñîâïàäåíèå äëÿ Q(x) è R(x) áóäåò ãàðàíòèðîâàíî, åñëè

(n+ d)(d+2)2/2 < 2n+1 ⇐ (d+ 2)2

2
log2(n+ d) < n+ 1⇐

⇐ (d+ 2)2

2
log2(2n) < n+ 1⇐ d+ 2 <

√
2n+ 2

log2 n+ 1
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè d =

⌊√
n

1000 log2 n

⌋
óñëîâèå âûïîëíåíî.



ÑÒÓÄÅÍ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ ÌÔÒÈ

04 ÄÅÊÀÁÐß 2016

3�6 ÊÓÐÑ

1. Ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ãèïåðáîëà îïèñàíû îêîëî òðàïåöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ öåíòðû ýëëèïñà è ãèïåðáîëû, ïàðàëëåëüíà îñè ïàðàáîëû.

Ðåøåíèå. Â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîåäè-
íÿþùàÿ ñåðåäèíû äâóõ ïàðàëëåëüíûõ õîðä ýëëèïñà, ïðîõîäèò ÷åðåç åãî öåíòð.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ãèïåðáîëû. À äëÿ ïàðàáîëû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû äâóõ ïàðàëëåëüíûõ õîä, ïàðàëëåëüíà îñè ïà-
ðàáîëû. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïåðåâåä¼ì òðàïåöèþ â ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî îñè ` àô-
ôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïðè ýòîì ïîíÿòèå öåíòðà êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
íå ìåíÿåòñÿ, è ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîñòè îñè ïàðàáîëû � òîæå.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû
òðàïåöèè T , òîæå äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íà, êàê è T . Äåéñòâèòåëüíî, îáðàç
C ïðè ñèììåòðèè, îáîçíà÷èì åãî C ′, îáÿçàí ïðîõîäèòü ÷åðåç âñå âåðøèíû T è
åù¼ ÷åðåç îäíó èëè äâå òî÷êè C ∩ `, ñëåäîâàòåëüíî C è C ′ èìåþò íå ìåíåå ïÿòè
îáùèõ òî÷åê (âîçìîæíî òî÷êà C ∩ ` êîìïëåêñíàÿ) è îáÿçàíû ñîâïàäàòü.

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñå öåíòðû òàêèõ êðèâûõ ëåæàò íà `, ÷òî ðàâíîñèëüíî
òîìó ÷òî ìû õîòèì äîêàçàòü.

2. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : C → C òàêîâà, ÷òî å¼ êâàäðàò f(z)2 îêàçàëñÿ
ìíîãî÷ëåíîì îò z. Âåðíî ëè, ÷òî ñàìà f � ìíîãî÷ëåí?

Îòâåò: äà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü f(z)2 = P (z). Òîãäà f àíàëèòè÷åñêàÿ ïî êðàéíåé ìåðå çà
ïðåäåëàìè ìíîæåñòâà íóëåé P . Ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè îíà è â íóëÿõ P
òîæå àíàëèòè÷åñêàÿ. Ïðè ýòîì å¼ ìîäóëü |f(z)| ðàñò¼ò íå áûñòðåå íåêîòîðîé
ñòåïåíè |z|, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå Êîøè, òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êî-
ýôôèöèåíòîâ å¼ ðÿäà Òåéëîðà ìîæåò áûòü íåíóëåâûì. Òî åñòü îíà ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì.

3. Ïóñòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò êîëüöî r < |z| < R â äðóãîå êîëü-
öî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
ãðàíèöû êîëüöà â ãðàíèöó íîâîãî êîëüöà. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå R/r ïðè
òàêîì îòîáðàæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè è ñêëåèâàíèÿ êîíôîðìíûõ îòîáðà-
æåíèé ïî ãðàíèöå, çàäàííîå íàì îòîáðàæåíèå f ìîæíî ïðîäîëæèòü íà êîëüöà
r/R2 < |z| < r è R < |z| < R2/r. Ïðîäîëæàÿ ïðèìåíÿòü èíâåðñèþ äàëüøå,
ìû ïðîäîëæèì f äî îòîáðàæåíèÿ, êîíôîðìíîãî íà âñåé ïëîñêîñòè. Êðîìå òî-
ãî, èç êîíñòðóêöèè ÿñíî, ÷òî f ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ äî f(0) = 0 è
f(∞) = ∞. Òîãäà f äîëæíî áûòü ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèåé íà âñåé ïëîñêîñòè,
êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå R/r.



4. Ìîæíî ëè èíòåðâàë (a, b) ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ?

Îòâåò: íåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî. Ïóñòü ýòè îòðåçêè � I1, I2, . . . .... Îïðåäå-
ëèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ ïî èíäóêöèè. Ïîëîæèì (a1, b1) =
(a, b). Åñëè îòðåçîê In ïîïàäàåò âíóòðü (an, bn), òî îí ðàçáèâàåò åãî íà äâå ÷à-
ñòè, è íàì íàäî âûáðàòü â êà÷åñòâå (an+1, bn+1) îäíó èç íèõ. Áóäåì âûáèðàòü
â òàêèõ ñëó÷àÿõ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ïîïåðåìåííî. Åñëè îòðåçîê In íå ïåðå-
ñåêàåò (an, bn), òî ïîëîæèì (an+1, bn+1) = (an, bn). Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê In íå
ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êè an èëè bn, òàê êàê ïî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ ýòè
òî÷êè ëèáî ëåæàò çà ïðåäåëàìè (a, b) (òî åñòü ñîâïàäàþò ñ åãî êîíöàìè), ëè-
áî ÿâëÿþòñÿ êîíöîì îäíîãî èç îòðåçêîâ Ik ïðè k < n, êîòîðûé In íå ìîæåò
ïåðåñåêàòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ èíòåðâàë (an, bn) íå ïåðåñåêàåò íè îäèí
îòðåçîê Ik ñ k < n. Ó ïîñòðîåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü ïðåäåëû

a = lim
n→∞

an è b = lim
n→∞

bn

è ïóñòü c = 1/2(a + b). Åñëè a < b, òî c ëåæèò â êàæäîì (an, bn) è îñòà¼òñÿ
íå ïîêðûòîé íè êàêèì Ik. Çíà÷èò, a = b = c è, â ÷àñòíîñòè, ìû óìåíüøàëè
èíòåðâàë (an, bn) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïåðåõîäÿ ïîïåðåìåííî ê åãî ëåâîé èëè
ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an) èëè (bn)
íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ è çíà÷èò c âñ¼ ðàâíî ëåæèò â êàæäîì èíòåðâàëå (an, bn) è
íå ïîêðûâàåòñÿ íè îäíèì èç Ik. Ïðîòèâîðå÷èå.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 2 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå
áîëåå n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç {−1, 0, 1}, èìåþùèé êîðåíü 1 êðàòíîñòè íå ìåíåå⌊√

n
1000 log2 n

⌋
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü íàø ìíîãî÷ëåí P (x) =
∑n

m=0 amx
m, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ åãî

ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = 1 äî d-é âêëþ÷èòåëüíî ïîëó÷èì ñèñòåìó èç d + 1
óðàâíåíèÿ

n∑
m=0

(
m

k

)
am = 0, k = 0, . . . , d.

Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåí P (x) â âèäå ðàçíîñòè Q(x) − R(x)
ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç {0, 1}, òîãäà íàì íàäî ðåøèòü ñèñòåìó

n∑
m=0

(
m

k

)
bm =

n∑
m=0

(
m

k

)
cm, k = 0, . . . , d

äëÿ bm, cm ∈ {0, 1} òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bm) è (cm) áûëè ðàçíûìè.
Çàìåòèì, ÷òî äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (y0, . . . , yn) äëèíû n+1 ðîâíî 2n+1,
îöåíèì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ñóìì(

n∑
m=0

(
m

k

)
ym

)d

k=0

.



Ïåðâàÿ ñóììà ëåæèò îò 0 äî n + 1, âòîðàÿ ëåæèò îò 0 äî
(
n+2
2

)
, òðåòüÿ � äî(

n+3
3

)
è òàê äàëåå, äî

(
n+d+1
d+1

)
äëÿ d-é ñóììû (èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ñóììû

áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ). Êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ òîãäà

d∏
k=0

((
n+ k + 1

k + 1

)
+ 1

)
<

d∏
k=0

(n+ d)k+1 < (n+ d)(d+2)2/2.

Ñîâïàäåíèå äëÿ Q(x) è R(x) áóäåò ãàðàíòèðîâàíî, åñëè

(n+ d)(d+2)2/2 < 2n+1 ⇐ (d+ 2)2

2
log2(n+ d) < n+ 1⇐

⇐ (d+ 2)2

2
log2(2n) < n+ 1⇐ d+ 2 <

√
2n+ 2

log2 n+ 1
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè d =

⌊√
n

1000 log2 n

⌋
óñëîâèå âûïîëíåíî.


